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Apie knyga

Matematikos knyga - tai knyga skirta matematika besidomintiems moksleiviams ir mok-
sleivéms. Jos turinys yra gerokai nutoles nuo sutinkamo mokykloje ir, pagal mate-
matikos olimpiady tradicija, orientuotas j keturias matematikos sritis: skai¢iy teorija,
algebra, kombinatorika ir geometrija (pastarosios kol kas visai néra). Turinys pateik-
tas naudojant jprasta matematine kalba, tad prie teoremy, jrodymy ir matematiniy
pazymeéjimy nepratusiems gali prireikti Siek tiek daugiau atkaklumo ir mokytojo(-os)
pagalbos.

Prie knygos atsiradimo prisidéjo keletas zmoniy, kuriuos norétume paminéti:

Zymantas Darbénas - vienas i§ pirmyjy idéjos autoriy, drasiai sakes, kad knyga parasyti
jimanoma, ir pradéjes rasyti pirmuosius tekstus.

Albertas Zinevicius - vieno i$ autoriy déka susidures su absoliuciai visomis iskilusiomis
knygos rasymo ir apipavidalinimo problemomis ir padéjes jas iSspresti.

Gabrielé Baksyté - fantastiskai i$ niekur nieko atsiradusi ir mus iSgelbéjusi teksto re-
daktoré.

Taip pat norétume paminéti Nacionaline Moksleiviy Akademija, kuri iki $iol visuomet
buvo Salia ir kantriai palaiké ilgo ir banguoto proceso metu. Idéjai uzgimus Paulius ir
Zymantas buvo jos déstytojai, o véliau prisijunge Paulius, Pijus, Lukas ir Gabrielé - jos
moksleiviai.

Adit jums!

Kaip jau pastebéjote is pirmyju puslapiy, si knyga yra isleista pagal Creative Commons
licenzija. Tai reiskia, kad kartu su knyga jus gaunate gerokai daugiau laisvés, nei jpras-
tai, ir mes tikimeés, kad ta laisve jus drasiai naudosités.

Kartu tai siek tiek paaiskina, kodél isleidziama nebaigta knyga. Rasyti po skyriy ar
skyrelj yra daug paprasciau ir efektyviau, nei is karto griebtis sunkiai jkandamo uzmojo.
Atviras formatas neriboja nei autoriy skaic¢iaus, nei rasymo trukmés, tad jei zvilgtelé-
jus } turinj jums galvoje rikiuojasi trukstamo skyrelio tekstas, galbut metas sésti prie
klaviaturos?



1 SKYRIUS
SKAICIU TEORIJA

Skaiciy teorija yra senas tradicijas turinti matematikos Saka, nagriné¢janti uzdavinius,
susijusius su skai¢iais ir jy dalumu. Siame skyriuje supazindinsime su pac¢iomis pagrin-
dinémis savokomis ir panagrinésime dalele klasikinés teorijos - liekany grupes ir kvad-
ratinius simbolius.

1.1 Dalumas

Su skaiciy dalumo savoka jau greiCiausiai esate pazjstami, tad pradzioje keletas api-
brézimy pasitikslinimui. Turékite omenyje, kad visur bus kalbama apie naturaliuosius
arba sveikuosius skaicius.

Apibrézimas. Skaic¢ius n dalijasi is skaic¢iaus a, jei egzistuoja toks skaicius b, kad
n = a-b. Skai¢ius a dalo n (Zymésime a|n) jei n dalijasi i$ a.

Apibrézimas. Skaicius, i$ kurio dalijasi n, vadinamas n dalikliv. Skaic¢ius, kuris dalijasi
i n, vadinamas n kartotiniu.

Apibrézimas. Skaicius, kuris dalijasi tik i$ vieneto ir iS saves, vadinamas pirminiu.

Sveikyjuy skai¢iy dalyba tenkina keleta savybiy. Isitikinkite, kad suprantate kiek-
vieng, ir mintyse pabandykite sugalvoti po pavyzdj:

o Jei x|a ir x|b, tai x|a + b, z|a — b ir x|ab;
o Jei z|y ir y|z, tai z|z;

o Jei z|a ir y|b, tai zy|ab.
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Skaidymas dauginamaisiais

Viena is pagrindiniy sveikyjy skaiciy savybiy, susijusiy su dalumu, yra vienareiksmis
skaidymasis dauginamaisiais. Ja mes remsimés ir naudosimés labai daznai, nors jos ir
nejrodysime (jrodymas yra kiek ilgokas ir vargu, ar tinkamas paciai pazinties su skai¢iy
teorija pradziai).

Teiginys. Kiekvieng skaiciy n galima vieninteliv budu isskaidyti pirminiais daugina-
Maisiais:
(03 (0% (e%
n = p11p22 . _pkk'

Mazus skaic¢ius skaidyti pirminiais dauginamaisiais nesunku - tiesiog is eilés tikrina-
me pirminius skaicius ir skaic¢iuojame, kiek karty i$ jy galima padalinti. Pavyzdziui,

120=2-2-2.3.-5=2%.3.5.

Zinodami, kaip skai¢ius iSsiskaido, galime nemazai apie ji pasakyti. Pavyzdziui,
galime nurodyti jo daliklius:

Teiginys. Jei skaicius n dalijasi is skaiciaus a ir

a1, o «
n:p11p22...pkk7

tat tuomet
a=p'py o ppt
i
Bi < a;
su visaist=1,..., k.

Irodymas. Jei n dalijasi iS a, tai tuomet egzistuoja toks b, kad n = ab. Isskaide a daugi-
namaisiais gauname, kad j n skaidinj turi jeiti visi pirminiai kaip ir j a su nemazesniais
laipsniy rodikliais. O

Panagrinekime skaic¢iy 12. Jis issiskaido kaip 2% - 3!. Pagal ka tik jrodyta teiginj jo
dalikliais turéty buti 22 - 31,21 .31, 20.31 22.30 21.30 iy 20.30 Sudaugine matome,
kad gavome skai¢ius 12, 6, 3, 4, 2 ir 1, kurie iS ties yra visi 12 dalikliai. Tad norédami
rasti duoto skai¢iaus daliklj turime paimti kazkokia dalj jo skaidinio. Sis pastebéjimas
leidzia nesunkiai suskaic¢iuoti, kiek is viso dalikliy skaicius turi:

Teiginys. Skaicius n = p{'p5?---pp* turi (a1 + 1) (g + 1) - - (o, + 1) dalikliy.

Irodymas. Kiekvienas n daliklis bus uzrasomas kaip pf ! p§2 e p’g’“, kur 3; < «a; su visais
i =1,...,k. Skirtingus daliklius gausime imdami skirtingus pirminiy skaiciy laipsnius.

Parinkti $; galime a3 + 1 budais (nepamirskime nulio!), parinkti (5 galime ag + 1
budais ir taip toliau. Pagal kombinatorine daugybos taisykle is viso galésime sudaryti
(a1 + 1)(ag + 1)+ (ay + 1) skirtingy laipsniy rinkiniy, todeél tiek bus ir skirtingy
dalikliy. O
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DidzZiausiasis bendras daliklis

Prisiminkime didziausiojo bendro daliklio ir maziausiojo bendro kartotinio sgvokas.

Apibrézimas. Dviejuy ar daugiau skaiciy didZiausivoju bendru dalikliu (dbd) vadinsime
didziausia skaiciy, i$ kurio visi duotieji dalinasi.

Apibrézimas. Dvieju ar daugiau skaiciy maziausivoju bendru kartotiniu (mbk) vadin-
sime maziausia skaiciy, kuris dalijasi i§ visy duotyju.

Apibrézimas. Du skaicius, kuriy didziausiasis bendras daliklis yra lygus 1, vadinsime
tarpusavyje pirminiais.

Pavyzdziui, didziausias skaicius, iS kurio dalijasi ir 15 ir 25, yra 5, o maziausias
skaic¢ius, kuris dalijasi i$ 2, 3, 4, 5 ir 6, yra 60. Tad dbd(15,25) = 5 ir mbk(2,3,4,5,6) =
60. Ieskant didziausiojo bendro daliklio ir maziausiojo bendro kartotinio labai pravercia
skaidymas dauginamaisiais. Isizitirékite:

Norédami rasti didziausia skai¢iy 24 - 3! ir 2! - 3! - 5! bendra daliklj turime paimti
didziausia jmanoma skaidinio dalj, priklausancia abiems skai¢iams. Siuo atveju tai biity
2. 3%,

Norédami rasti maziausia skaic¢iy 24 - 31 ir 21 - 315! bendra kartotinj, turime paimti
maziausia jmanoma skaidinj, j kurj "tilpty" abiejy skai¢iy skaidiniai. Siuo atveju tai
bty 24 - 3! - 5L

Kitas budas, ar bent jau pagrindiné idéja, kuri pravercia ieskant didziausio bendro
daliklio, yra Fuklido algoritmas. Jis remiasi svarbia ir naudinga lygybe:

Teiginys.
dbd(a,b) = dbd(a — b, b).

Irodymas. Tegu dbd(a,b) = d. Tuomet d|a ir d|b, o kartu d|(a — b). Vadinasi, dbd(a —
b, b) bus nemazesnis nei d.

IS kitos puses - tegu dbd(a — b,b) = d'. Kartut d’'|(a — b) ir d'|b, o tuo paciu d'|a,
nes a = (a — b) + b. Vadinasi, dbd(a, b) bus nemazesnis nei d'.

Kadangi gavome d > d' ir d’ > d, tai vadinasi d = d’, t.y. dbd(a,b) = dbd(a —
b,b). 0

Pavyzdys. Pasinaudodami jrodyta lygybe raskime dbd(14,6), dbd (210 41,2100 —1) 4r
dbd((p + q)%,p), kur p ir q pirminiai skaiciai.

Sprendimas. DidZiausio bendro daliklio ieskosime atimdami i$ didesnio skaiciaus ma-
zesnj:

dbd(14,6) = dbd(8, 6) = dbd(2,6) = dbd(2,4) = dbd(2,2) = 2.
dbd (219 41,219 _ 1) = dbd(2,2!° — 1) = 1.
dbd((p + ¢)*,p) = dbd(p(p + 2q) + ¢*,p) = dbd(¢*, p) = 1.
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Euklido algoritmas. Rasime dbd(a,b). NemazZindami bendrumo tarkime, kad a > b.
Tuomet a uzZrasomas kaip

a = bq +r, kur dalybos liekana tenkina 0 < r < b. Analogiskai

b=rq+r, kurO<ry <r,

r=riqe +ro, kur 0 <rgy <ry,

Th—2 = Th—1Qk + Tk, kur 0 <rp <rp_q,
Tk—1 = Tkqk+1-

Isr >ry > ... > 1, seka, kad kazZkada gausime dalybos liekang lygig 0. Tuomet,
kadangt
dbd(a,b) = dbd(b,r) = --- = dbd(rg_2,7x—1) = dbd(rg_1,7%),

tai paskutinioji nenuliné liekana ry, ir bus didZiausias bendrasis daliklis.

Paties Euklido algoritmo taip skrupulingai, kaip jis suformuluotas, netaikysime -
dazniausiai, kaip pavyzdyje, pakaks pora kartu pasinaudoti lygybe dbd(a, b) = dbd(a, b—
a). Taciau uzraséme jj ne be reikalo - labai svarbi bus jo iSvada:

Isvada. Jei dbd(a,b) = d, tai egzistuoja tokie x,y € Z, kad ax + by = d.

Irodymas. 1S priespaskutinés Euklido algoritmo lygybés galime isreiksti r;, per ri_q ir
TLk_9. IS dar ankstesnés galima isSreiksti rp_1 per ri_o ir rp_3. Istate | pirmaja israiska
gausime 7y, israiska per ri_o ir r;_3. Taip toliau vis tesdami gausime r iSraiska per a,
b, t.y. rasime x, y, tenkinancius ax + by = dbd(a, b). O

Pirminiai skaiciai
Jau pirmuosiuose puslapiuose galima atkreipti démesj j tai, kokj didelj vaidmenj skaiciy
teorijoje vaidina pirminiai skai¢iai. Kadangi kiekviena sveikajj skaiciy vieninteliu budu
galima uzrasyti kaip jy sandaugg, tai neretai jie yra vaizdziai vadinami sveikyjy skaiciy
atomais. Jrodykime viena i$ graziausiy ir elegantiskiausiy matematikos teoremy:

Teorema. Pirminiy skaiciy yra be galo daug.

Irodymas. Tarkime priesingai, kad pirminiy skaiciy yra baigtinis skai¢ius. Sudauginki-
me juos visus ir pridekime vieneta: pips---pn + 1. Sis skai¢ius nesidalija i§ né vieno
pirminio p1, ..., pn, todél pats yra pirminis. Gavome naujg pirminj - priestara. O

Kartais tenka patikrinti, ar duotas skaic¢ius yra pirminis, ar ne. Tam reikia patikrinti
visus potencialius jo daliklius. Truputj pagalvoje, galime rasti sutrumpinima:

Teiginys. Jei skaicius n nesidalija i$ jokio pirminio skaiciaus, mazesnio (arba lygaus)
uz \/n, tai jis pirminis.

Irodymas. Isties, jei skaic¢ius n turi daliklj a, tai turi ir daliklj 7, bet tuomet arba
a < /n, arba & < /n, vadinas,i n turés daliklj (o kartu ir pirminj daliklj), mazesnj uz

va a

Pavyzdziui, norint patikrinti, ar 101 yra pirminis, uztenka isbandyti 2, 3, 5 ir 7.
Kadangi né i$ vieno nesidalija, tai 101 yra pirminis.
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Dalumo pozymiai

Uzrase skaiciy desimtainéje sistemoje aras ... an, iS jo skaitmeny galime spresti, ar jis
dalijasi i$ kai kuriy mazy skaiciy, ar ne. Naudingiausi dalumo pozymiai yra Sie:

e Skaicius aias - .- a, dalijasi i$ 2, jei i$ 2 dalijasi jo paskutinis skaitmuo a,.

o Skaicius ajas - .. a, dalijasi i$ 3, jei i$ 3 dalijasi jo skaitmeny suma aj + - - - + a@y.

o Skaicius araz - .- a, dalijasi i$ 4, jei i$ 4 dalijasi jo dvieju skaitmeny galuné a,—1a,.

o Skaicius ajas - - - a, dalijasi iS 5, jei iS 5 dalijasi jo paskutinis skaitmuo a,,.

e Skaicius ajaz ... a, dalijasi is 8, jei i$ 8 dalijasi jo trijy skaitmeny galuné @, _2a,_1ay,.
e Skaicius aias - .. a, dalijasi i$ 9, jei iS 9 dalijasi jo skaitmeny suma aj + - - - + .

e Skaicius atas - - . a, dalijasi is 11, jei i§ 11 dalijasi jo alternuojanti skaitmeny suma
a1 —as+ag—ayg+ -t ay.

Visy dalumo pozymiy jrodymai bus iSmétyti po pirmus du skyrelius, o kol kas
svarbiau juos jsiminti ir iSmokti atpazinti.

Pavyzdziai
Pavyzdys 1. [rodykite, kad su visais naturaliaisiais n, n*> +n dalijasi is 2.
Sprendimas. Jei n dalijasi i$ 2, tai ir n? dalijasi i§ dviejy. Dviejy skaic¢iy, besidalijanciy
is dviejy (lyginiy), suma taip pat dalinsis is dviejy.
Jei n nesidalija i§ 2, tai ir n? nesidalija i dviejy. Dviejy skai¢iy, nesidalijanciy i3
dvieju (nelyginiy) suma dalijasi i$ dvieju.
Vadinasi, tikrai, bet kuriuo atveju, n? 4+ n dalinsis i§ dviejy. A

Pavyzdys 2. [rodykite, kad jei n|5a + 3b ir n|3a + 2b, tai n|a ir n|b.

Sprendimas. Pastebékime, kad a galime isreiksti kaip 2(5a + 3b) — 3(3a + 2b), o b kaip
5(3a + 2b) — 3(5a + 3b). Abu skirtumai i$ n dalijasi, todél dalinsis ir a, ir b. A
Pavyzdys 3. [rasykite ZvaigZduciy vietoje tokius skaitmenis, kad skaicius 15 % x15 da-
lytysi is 99.

Sprendimas. Duotas skaic¢ius dalinsis is 99 tada ir tik tada, kai dalinsis i 9 ir i$ 11. Jei
vietoje zvaigzduciy jrasysime x ir y, tai pagal dalumo pozymius gausime, kad 12+z+y
turi dalintis i§ 9, ir  — y — 8 turi dalintis i§ 11. Abi salygas tenkinaz =6,y =9. A

Pastaba. Teiginys, kad n dalinasi iS ab tada ir tik tada, kai n dalinasi i$ a ir n dalinasi
i$ b, yra teisingas, tik kai a ir b yra tarpusavyje pirminiai.

Pavyzdys 4. [rodykite dalumo is 3 pozZym;.
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Sprendimas. Skaic¢ius, uzrasytas deSimtaine iSraiska kaip ajaz..-an, yra lygus a; -
10"t +ag-10"2 4+ - +a,_1 - 10 + a,. Pastebékime, kad visi desimties laipsniai yra
vienetu didesni uz skaiciy, besidalijantj is trijy:
a1 - 10" Y4 a9 10" 24+ ot ap_1 - 104 a, =
a1-99...94a2-99...94+---4+apn—1-94+a1+as+- -+ an—1+ an.

n—1 n—2

Matome, kad skaic¢ius nuo savo skaitmeny sumos skiriasi per 3 kartotinj, todél arba abu
dalijasi i$ trijy, arba abu nesidalija. A

Pavyzdys 5. [IMO 1959] [rodykite, kad trupmena ﬁgig yra nesuprastinama su visomis
naturaliosiomis n reikSmémis.

Sprendimas. Trupmena bus nesuprastinama, jei didziausias skaitiklio ir vardiklio bend-
ras daliklis bus lygus vienam. Pasinaudoje dbd(a,b) = dbd(a,b — a) gauname:

dbd(21n +4,14n + 3) = dbd(7n + 1,14n + 3) = dbd(7Tn + 1,1) = 1.

Uzdaviniai

—_

Duota, kad n|3a ir n|12a + 5b. Irodykite, kad n|10b.
2. Duota, kad n|3a + 7b ir n|2a + 5b. Irodykite, kad n|a ir n|b.

3. Ar teisingos Sios "dalumo savybés":
a) Jei x|a + b, tai x|a ir z|b,
b) Jei z|a - b, tai z|a arba x|b,

c) Jei z|a ir yla, tai zy|a ?

4. Trodykite, kad bet kaip sudéliojus devynis skaitmenis 1, 2,..., 9, gautas devyn-
zenklis skaicius dalinsis i$ 9.

5. Irodykite, kad skaic¢ius abba dalijasi is 11.

6. Irasykite zvaigzdutes vietoje tokj skaitmenj, kad skaic¢ius 12345% dalytysi is: a)
9; b) 8; ¢) 11.

7. Duota, kad skaiéius a + 4b dalijasi i$ 13. Irodykite, kad ir 10a + b dalijasi is 13.
8. Raskite visus pirminius skaiius i$ intervalo [180, 200].
9. Su kuriomis natiiraliosiomis n reik§mémis skai¢ius n? + 5n + 6 pirminis?

10. Duota, kad n|a + b. Irodykite, kad n|a® + 2a + b% + 2b.

11. Kokius skaic¢ius galime iSreiksti suma 8x + by, kur x,y € Z ?
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12.
13.

14.

15.
16.
17.

18.
19.

20.
21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Ar skaicius, kurio skaitmeny suma lygi 5, gali dalintis i$ 117

Irodykite, kad skaicius turi nelyginj dalikliy skaic¢iy tada ir tik tada, kai jis yra 5

sveikojo skaicCiaus kvadratas.

. b g -
Duota, kad trupmena § yra suprastinama. Ar trupmena {—7 butinai yra su-

prastinama? Ir atvirksciai, jei zinoma, kad trupmena ZT_rlI; yra suprastinama, ar
trupmena ¢ butinai yra suprastinama?
Irodykite, kad mbk(a,b) - dbd(a,b) = a - b.

Duota, kad 11|3z + Ty ir 11|2z + 5y. Irodykite, kad 121|22 + 3y2.

Irodykite, kad skaiciaus, kuris dalijasi i 99, skaitmeny suma yra ne mazesné uz S

18.

Raskite bent vieng n, kad intervale [n, n+10] nebuty né vieno pirminio skai¢iaus. S

Duotas 100-zenklis skai¢ius a, kuris dalijasi i$ 9. Zinome, kad b yra a skaitmemny
suma, ¢ yra b skaitmeny suma, d yra c skaitmeny suma. Kam lygus skaic¢ius d?

Nurodykite kokj nors skai¢iaus n = 2728 4 4 daliklj skirtingg nuo 1 ir paties n. !

Irodykite, kad jei p pirminis, tai (§) = #ik)! dalijasii§ psuvisais1 <k <p—1. S
Kiek yra sveikyjy skaiciy 1 < n < 100, kad
a)dbd(n? +1,n+1) > 1
b) dbd(n? + 1,n +2) > 17?

n3+3
n24+7

[Pan African 2001] Raskite visus sveikuosius n, su kuriais skai¢ius
sveikasis.

yra

Irodykite, kad 11---1 dalijasi is 3.
—
3”
[LitKo 2002] Raskite maziausia naturalujj skai¢iy, kurio pusé yra sveikojo skai-
¢iaus kvadratas, trecdalis yra sveikojo skai¢iaus kubas, o penktadalis yra sveikojo
skaiciaus penktasis laipsnis.

Raskite maziausia sveikajj skai¢iy turintj 75 daliklius ir besidalijantj i$ 75.

Su kuriomis neneigiamomis n reikSmémis vienu metu 2n+1 ir 3n+1 yra pilnieji S

kvadratai ir 5n + 3 yra pirminis?

Samprotaudami panaSiai kaip jrodyme, kad pirminiy skaiCiy yra be galo daug,
irodykite, kad pirminiy skaic¢iy pavidalo 4k + 3 yra be galo daug.

Pazymeékime f(n) vienazenklj skaiciy, kurj gauname vis daugindami n skaitme-
nis. Pavyzdziui f(27) = f(14) = 4. Raskite visus n, su kuriais f(n) = 1.

[Ireland 2007] Raskite visus pirminius skai¢ius p ir ¢, tenkinanéius plq + 6 ir
qp+17.

Lietuvos 5-6 klasiy moksleiviy matematikos olimpiada 2005m.



1.1. Dalumas Skaiciy teorija

31. [IMO 2002] Tegu n > 2 naturalusis skaic¢ius, kurio dalikliai yra 1 < dj < da--- < S
dy, = n. Irodykite, kad didy + dadz + - - - + dj_1dj, yra visuomet mazesnis uz n?,
ir raskite, kada jis yra n? daliklis.



1.2. Lyginiai Skaiciy teorija

1.2 Lyginiai

Lyginial yra nepakei¢iamas jrankis sprendziant uzdavinius apie sveikyjy skai¢iy daliji-

masi ir liekanas.

Apibrézimas. Jei m|a — b, tai sakysime, kad "a lygsta b moduliu m", ir Zymésime
a=b (mod m).

Pavyzdziui:
2 =15 (mod 3), 100=0 (mod 20), —3 =2 (mod 5).

Norint sékmingai naudotis lyginiais prireiks keleto pastebéjimy:

e a =b (mod m) tada ir tik tada, kai a ir b duoda vienodas liekanas dalijami i§ m,

e a =b (mod m) tada ir tik tada, kai egzistuoja toks k € Z, kad a = b + km,

e jeia =b (mod m) ir b = ¢ (mod m), tai a = ¢ (mod m).

Pirmasis teiginys leidzia intuityviai interpretuoti lyginius - a lygsta b moduliu m
reiskia, kad a ir b duoda tas pacias lickanas dalijami i§ m. Zinoma, kad tokiu atvéju a
ir b skirtumas dalijasi i§ m, kas yra kitu budu uzrasyta antrajame teiginyje. Naudojant
Sig interpretacija, akivaizdziu tampa ir trecias teiginys: jei a duoda tokia pacia liekana
kaip b, o b tokia pacia, kaip ¢, tai a ir c liekanos taip pat sutaps.

Kaip ir jprastiniy lygciy atveju, lyginius galima sudéti, dauginti ir atsargiai dalinti:
Teiginys.

e jeia=0b(modm) irad =b (modm), taia+a =b+b (mod m);

e jeia=0b (modm) irad =b (modm), tai aa’ = bb' (mod m);

e jei ac = be (mod m) ir dbd(m,c) =1, tai a = b (mod m).

Irodymas. ITrodykime visus tris naudodamiesi apibrézimu:

o Jei mla—bir m|a' =V, tai m|(a —b) + (¢’ = V') = m|(a +d') — (b+ V).

o Jeimla—bir mla =V, tai m|(a—0b)d’ ir m|(a’ — b )b = m|(a—b)a’ + (a' — )b =

m|aa’ — bb/.

o Jei mlac — be, t.y. m|(a — b)c ir m tarpusavyje pirminis su ¢, tai m|a — b.

Naudodamiesi Siomis savybémis galime pertvarkyti sudétingus reiskinius.
Pavyzdys. Raskime, kokig liekang duoda 25° + 36% dalijamas i 11.

Kadangi 25 = 3 (mod 11), tai 25° = 3° (mod 11) (sudauginame lygybe ja pacia
5 kartus, t.y. keliame abi puses penktuoju laipsniu). Toliau 3> = 9-9-3, 0 9 =
—2 (mod 11), todél
3°=(-2)-(~2)-3=1 (mod 11).

Analogiskai
36° =35=3°.3=3 (mod 11).

Sudéje gauname, kad dalindami 25° + 36° i§ 11 gauname liekang 4.

10
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Dalumo pozymiai dar kartg

Irodykime dalumo pozymj i$ 11. Pastebékime, kad 10 = —1 (mod 11). Pakelkime abi
lygybés puses n-tuoju laipsniu:

10" = (—1)" (mod 11).
Isskleide skaiciy desimtaine iSraiska, gauname:
atas - an, = 10" ta; + -+ 10ap,_1 + a, = (—1)"_1a1 + -+ —ap—1+ay (mod 11).

Irodykime dalumo pozymj i$ 8. Kadangi 2|10, tai, kai n > 3, teisinga 8/10™ (t.y.
10" = 0 (mod 8)). Pasinaudoje tuo gauname:

atas . ay, = 10" tay + -+ 10a,_1 + an, = 100a,_o + 10a,_1 + an
= Un—20n_1Gy (mod 8).
Skaiciy laipsniy liekanos

Sveikyju skaiciy laipsniai, o ypac¢ kvadratai ir kubai, yra labai daznai sutinkami skaiciy
teorijos uzdaviniuose. Sveikyjy skaiciy laipsniy liekanos turi jdomig struktura, kurig
gana placiai nagrinésime véliau, taciau susipazinti galime jau dabar. Pradékime nuo
paties paprasciausio pavyzdzio:

Pavyzdys. Sveikojo skaiciaus kvadratg dalindami is 3 niekada negausime liekanos 2.
Imkime bet kokj sveikajj skaiciy a. Galimi trys variantai:
a =0 (mod 3) arba a =1 (mod 3), arba a = 2 (mod 3).
Pakéle a kvadratu atitinkamai gausime
a? =0 (mod 3) arba a® = 1 (mod 3), arba a? =4 =1 (mod 3),

t.y. liekanos 2 niekada negausime.
Lygiai taip pat nagrinédami atvejus galime susidoroti su visais nedideliais laipsniais
ir moduliais.

Pavyzdys. Kokias liekanas galime gauti dalindami a* s 5, jei a bet koks sveikasis
skaicius?

Nagrinékime penkis variantus:

Gavome, kad galime gauti tik liekanas 0 arba 1.

11
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Pavyzdziai
Pavyzdys 1. Raskite, kokig lickang gauname dalindamsi 2'°%° 45 11.

Sprendimas. Liekang rasime dviem budais, kurie abu yra pamokantys. Pirma, paban-
dykime kuo greic¢iau suskaic¢iuoti didelius dvejeto laipsnius vis daugindami lygybes:

2 =5 (mod 11) =
28 =52 =3 (mod 11) =
224 =33 =5 (mod 11) =
248 = 52 = 3 (mod 11) =
21000 = (248)10(248)10<24)10 = 310310510 = 4510 = 110 =1 (mod 11)'

Arba kelkime laipsniais po vieng ir ieskokime désningumuy:

2! =2 (mod 11), 28 =7.2=3 (mod 11),
22 =4 (mod 11), 29 =3.2=6 (mod 11),
23 =8 (mod 11), 210 =6.2=1 (mod 11),
24 =5 (mod 11), 21 =1.2=2 (mod 11),
25=5.2=10 (mod 11), 2'2=2.2=4 (mod 11),
260 =10-2=9 (mod 11), 28 =4.2=8 (mod 11),
27=9.2=7 (mod 11),

Matome, kad liekanos pradeda kartotis kas desimt, vadinasi, tukstantojo laipsnio
bus tokia pat kaip ir desimtojo, t.y. lygi 1. A

Pavyzdys 2. [rodykite, kad n® — n dalijasi i5 6 su visomis sveikosiomis n reiksmémis.

Sprendimas. Vél isspreskime dviem biidais. Pirmasis gudrus: pastebékime, kad n® —n
issiskaido kaip (n — 1)n(n + 1). IS triju paeiliui einanciy sveikujy skaiciy bent vienas
dalijasi iS trijy ir bent vienas dalijasi iS dviejy, vadinasi, jy sandauga dalijasi is 6.

Antrasis - universalus: skai¢ius n dalijamas i 6 gali duoti liekanas 0,1, ...5. Patik-
rinkime kiekviena i ju:

n=0 (mod 6)=n*—-n=0-0=0 (mod 6),
n=1 (mod 6)=n®-n=1-1=0 (mod 6),
n=2 (mod6)=n*—n=8—-2=0 (mod 6),
n =3 (mod 6) = n® —n=27—-3=0 (mod 6),
n=4= -2 (mod 6) = n>—n=-8—(—2) =0 (mod 6),
n=5= -1 (mod 6) = n®*—n=—-1—-(—1) =0 (mod 6)

12
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Uzdaviniai
. Raskite liekanas, gaunamas dalijant
a) 14+ 11+ 111+ 11114 11111 i8 9,
b) 555 - 777 + 666 - 888 is 9,
c) 3% i% 2,3,4,5,6 ir 7,
d) 7777 is 10.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.
21.

Irodykite, kad ab + ¢d = ad + be (mod a — c¢).

Kokias liekanas galime gauti dalindami sveikojo skaic¢iaus kvadratg is 47
Irodykite, kad 30|n® — n.

TIrodykite, kad jei 3|a® + b2, tai 3|a ir 3|b.

Irodykite, kad jei 7|a? + b2, tai 7|a ir 7|b.

Irodykite, kad nelyginio skaic¢iaus kvadratas duoda liekang 1 dalijamas is 8.
Irodykite, kad 6|a + b + ¢ tada ir tik tada, kai 6|a® + 0% + ¢3

Irodykite, kad jei skaic¢ius a nesidalija i$ 2 ir i$ 3, tai a® = 1 (mod 24).

Irodykite, kad dviejuy nelyginiy skaic¢iy kvadraty suma negali buti kvadaratas.

Su kuriomis n reiksmémis 120|(n® — n)?
Raskite visus pirminius p ir ¢ tenkinanéius lygybe p? — 2¢% = 1.
Irodykite, kad n? 4+ 3n + 5 nesidalija i§ 121 su visomis n reik§meémis.

[LitKo 2002] [rodykite, kad 10™ + 45n — 1 dalijasi i§ 27.

Irodykite, kad skaic¢iaus ir jo skaitmeny sumos dalybos is 9 liekanos sutampa.

Irodykite, kad jei a = b (mod n), tai dbd(a,n) = dbd(b,n).

[LitKo 2003] Raskite visas naturaligsias n reikSmes, su kuriomis reiskinys 36"

24™ — 7™ — 5" dalijasi i$ 899 be liekanos.

Irodykite, kad jei p pirminis, tai (a + b)P = aP 4+ b (mod p).

+

N »nn »n »n »n » »n » » L1 » »h » »nn »nn n

n

Tegu ¢ daugianaris su sveikaisiais koeficientais. Jrodykite, kad bet kokiems S

sveikiesiems x ir y teisinga ¢(x) = q(z + y) (mod y).

[LitMo 1988] Kiek skaitmeny turi skai¢ius 1010 - - - 101, jeigu jis dalijasi i$ 999

Raskite visus pirminius skaic¢ius p, su kuriais 11 4+ p? turi ne daugiau nei

dalikliy.

9?7
11
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1.3 Oilerio teorema

Praeitame skyrelyje ieskodami skaiciaus 2'°%° dalybos i§ 11 liekanos pastebéjome, kad
keldami dvejeta laipsniais 2%, 22,23, ... kazkada gauname lickana 1, ir liekanos prade-
da kartotis. Pasirodo, sis pastebéjimas tinka daugumai skaiciy. Oilerio teorema kaip
tik tai ir jrodo bei apibtuidina kartojimosi perioda. Jos atskiras atvéjis yra mazoji Fer-
ma (tariama Ferma) teorema, kurioje apsiribojama pirminiais moduliais. Nuo jos ir
pradékime.

Mazoji Ferma teorema

Teorema. Tegu p pirminis skaicius, o a bet koks sveikasis, nesidalijantis is p. Tuomet
a?~! =1 (mod p).
Irodymas. Uzrasykime visas skirtingas dalybos iS p liekanas iSskyrus 0:
1,2,3,....p—2,p— 1.
Padauginkime kiekvieng is ju is a:
1-a,2-a,3-a,...,(p—2)-a,(p—1)-a.
Parodysime, kad gautojo skaic¢iy rinkinio dalybos is p liekanos yra taip pat visos skir-
tingos ir be 0, t.y. tokios pacios kaip pirmojo, tik, galbut, sumaisyta tvarka. Kad tarp
ju néra 0 pamatyti nesunku, o kad jos visos skirtingos, jrodysime priestaros budu: jei
kokiy nors dviejy skaic¢iy k - a ir j - @ buty vienodos, tai jy skirtumas dalintysi is p.
Taciau ju skirtumas lygus a(k — j) ir dalintis i$ p negali, nes a i$ p nesidalija pagal
salyga, o k — j yra uz p mazesnis.
Vadinasi, kadangi abiejy rinkiniy dalybos i$ p liekany aibés sutampa, tai jy skaicius
sudaugine gausime po ta pacia liekana:
1-2---(p—1)=a-1-a-2--+a-(p—1) (mod p) =
(p—1)!'=aP(p—1)! (mod p).
Kadangi dbd((p — 1)!,p) = 1, tai galime padalinti:
a’? =1 (mod p).
O

Pastaba. Mazaja Ferma teorema galima perrasyti kaip a”? = a (mod p). Si lygybé
kartais yra patogesné, nes galioja ir liekanai 0.

Naudojantis mazaja Ferma teorema ieskoti sveikyjy skaiciy laipsniy liekany moduliu
pirminio skaic¢iaus tampa visai paprasta:
Pavyzdys. Raskite, kokig lickang gausime dalindami 777 is 17.

Pagal mazaja Ferma teorema 7'% = 1 (mod 17). Kadangi 727 = 720+7 = 16-45+7,
tai

7720 = (7115 .77 =77 (mod 17).

Likusj 77 suskai¢iuojame rankomis:

77 =493 .7=(-2)3-7=12 (mod 17).

14



1.3. Oilerio teorema Skaiciy teorija

Oilerio ¢ funkcija

Irodinédami mazaja teorema ne be reikalo atskyréme liekang 0 - skai¢iy besidalijantj is p
keldami laipsniais tikrai niekada negausime liekanos 1 moduliu p. Nagrinéjant dalyba, i$
sudétinio skaic¢iaus tokiy skai¢iy atsiranda daugiau. Pavyzdziui, moduliu 6 nei dvejeto,
nei trejeto, nei ketverto laipsniai niekada neduos liekanos 1. Tokius skaic¢ius atmesime
ir nagrinésime tik tuos, su kuriais liekang 1 gauti galime. Kaip pamatysime Oilerio
teoremos jrodyme, mums tinkantys skaiciai moduliu n bus tarpusavyje pirminiai su n.
Oilerio ¢ funkcija kaip tik ir zymi, kiek tokiy skaiciy yra.

Apibrézimas. ¢(n) zymi kiek yra skai¢iy nedidesniy nei n ir tarpusavyje pirminiy su
n, t.y.

o(n) = #{a|]l <a <n,dbd(a,n)=1}.

Nedideliems skaiciams ¢ reikSme suskai¢iuoti nesunku. Pavyzdziui ¢(6) = 2, nes
vieninteliai skaiciai tarpusavyje pirminiai ir ne didesni nei 6 yra 1 ir 5. Bendru atveju
skaiciuoti galima naudojantis formule.

Teiginys.

o1—1 as—1 ap—1

e(pTps? - pp*) = (P — P ) (P52 — p3? ) (o —ppF ).

Irodymas. Suskaiciuokime, kiek yra skaiciy, kurie néra tarpusavyje pirminiai su duotuo-
ju. Pazyméje n = p'p5? - - - pi.* gausime, kad skaiciy, ne didesniy nei n ir besidalijanéiy

is p1 yra pﬂl, besidalijanciy is py yra p%, .., besidalijanciy is py yra p%' Jei sudésime
n n
b1 Pk

tai skaicius, kurie dalijasi bent i$ dviejy pirminiy, busime jskaiciave per daug karty,

todél turime atimti:
n n n

p1 Pk Pip2 Pk-1Pk
Taciau §j karta, skaicCius, kurie dalijasi bent i$ trijy pirminiy, busime jskaic¢iave per
mazai karty, todél turime prideéti:

n n n n n n
. p— + R
p1 Pk D1p2 Pk—1Pr  P1DP2P3 Pn—2Pn—1Pn

Taip tesdami galiausiai suskaiciuosime, kiek yra skaiCiy ne tarpusavyje pirminiy su n.
Atéme gauta rezultata i$ n rasime p(n):

on)=n—(—+-+—— — — . — +..,+(_1)k—1
yai P P1p2 Pk—1Pk P11 Dk
1 1 1
=n(l— )1 ) (1-—)
b1 p2 Dk

o1 —1 as—1 ak—l)

= (p1" — 1" )(PY* — o )(pgk — Py
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Oilerio teorema

Teorema. Tegu n naturalusis skaicius, o a sveikasis ir tarpusavyje pirminis su n.
Tuomet
a?™ =1 (mod n).

Irodymas. Uzrasykime visas skirtingas dalybos is n liekanas tarpusavyje pirmines su n:

T1,72,... ,T¢(n).

Padauginkime kiekvieng is ju is a:

r1~a,r2-a,...,r¢(n)'

Parodysime, kad gautojo skaiciy rinkinio dalybos i$ n liekanos yra taip pat visos skir-
tingos ir tarpusavyje pirminés su n, t.y. tokios pacios kaip pirmojo rinkinio, tik, galbit,
sumaisyta tvarka. Kad jos visos tarpusavyje pirminés su n seka, is to, kad ir r; ir a
yra tarpusavyje pirminiai su n. Kad jos visos skirtingos, jrodysime priestaros budu: jei
kokiy nors dviejy skaiciy ry - a ir 7; - a dalybos liekanos buty vienodos, tai jy skirtumas
dalintysi i§ n. Taciau jy skirtumas lygus a(ry — ;) ir dalintis i n negali, nes a yra
tarpusavyje pirminis su n, o r — r;j yra uz n mazesnis.

Vadinasi, kadangi abiejy rinkiniy dalybos i$ n liekany aibés sutampa, tai ju skaicius
sudaugine gausime po ta pacia liekana:

TLTY ) = a®™ .y oy “Tp(n) (mod m).
Kadangi dbd(ry -+ -y, p) = 1, tai galime padalinti:

a?™ =1 (mod n).

Pavyzdziai
Pavyzdys 1. Raskite paskutinj skaiciaus 13'3 skaitmen;

Sprendimas. Paskutinis skaic¢iaus skaitmuo yra toks pat, kaip ir dalybos is 10 liekana.
Kadangi 13 ir 10 yra tarpusavyje pirminiai, tai galime pasinaudoti Oilerio teorema.
Raskime ¢(10):

0(10) = p(2-5) = (28 = 29)(5' = 5%) = 4.

Tuomet pagal Oilerio teorema 13* = 1 (mod 10), todél

1313 =13'2.13 =13 = 3 (mod 10).

31313

Pavyzdys 2. Raskite paskuting skaiciaus 1 skaitmeny.
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Sprendimas. Kadangi pagal praeita pavyzdj 13* = 1 (mod 10), tai reikia rasti, kokia
lickana gausime dalindami laipsnj 13'3 i 4. Ty padaryti visai nesunku - 1313 = 113 =
1 (mod 4). Gavome

13" = 13! = 3 (mod 10).

3133313313

Pavyzdys 3. Raskite du paskutiniuosius skaiciaus 1333331333 skaitmenis

Sprendimas. Paskutiniai du skaic¢iaus skaitmenys yra tokie patys, kaip ir dalybos is
100 liekana. Kadangi 100 ir 133333 yra tarpusavyje pirminiai, tai galime taikyti Oilerio
teorema. Raskime ¢(100):

©(100) = (22 - 5%) = (2% — 21)(5% — 5) = 40.

Norédami rasti laipsnio 13333133313313 liekang moduliu 40, dar karta taikykime Oi-
lerio teorema. Randame (40) = 16.

Norédami rasti laipsnio 1333133 liekang moduliu 16, dar karta taikykime Oilerio
teorema. Randame ¢(16) = 8.

Norédami rasti laipsnio 1333 liekana moduliu 8, dar karta (pagaliau paskutinijj)
taikykime Olerio teorema. Kadangi ¢(8) = 4, tai

1331 = 133! =5 (mod 8),

tada »
1333133 = 1333°% = 5° = 5 (mod 16),
tada s
133331333 = 133335 = 135 = 13 (mod 40),
tada

13313
13333313333°%5 7 = 13333313 = 3313 = 33 (—11)6 = 33 213 = 13 (mod 100).

13
133
31333

Gavome, kad 1333331333 paskutiniai du skaitmenys yra 13. A

Uzdaviniai
1. Raskite, kokia lickang gausime dalindami 333 is 13, 777 is 17, 999 i$ 19.
2. Raskite 11'1"" dalybos i$ 15 liekana.

3. Kodél keldami laipsniais skaicius, kurie néra tarpusavyje pirminiai su n, niekada
negausime liekanos 1 moduliu n?

4. Tegu p,q pirminiai. [rodykite, kad pg|nP? — nP — n? 4+ n su visais n € N.

5. Tegu a,b,c sveikieji skaitiai ir a+b+c = 0. Ar gali a*7 + b*" + ¢*7 biiti pirminis?
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6.

10.

11.

Irodykite, kad kiekvienam pirminiam p, iSskyrus 2 ir 5, egzistuoja be galo daug
pavidalo 11...11 skaiciy, besidalijanéiy is p.

[LitKo 2002] Irodykite, kad egzistuoja be galo daug tokiy naturaliyjy skaiciy n,
kad 2003™ — 1 dalijasi i$ n be liekanos.

[Bulgaria Winter Competition 2009] Ant lentos uzrasytas naturalusis skaicius.
Prie jo desinés galime prirasyti bet kokj skaitmenj isskyrus 9. Trodykite, kad kaip
berasinétume, ilgainiui gausime sudétinj skaiciy.

[CWMO 2008] Tegu ay,as,...,a, naturalieji skai¢iai, m > 2. Irodykite, kad
egzistuoja be galo daug naturaliyjy n, su kuriais a;1" + a22” + - - - + a,, m" yra
sudétinis.

[CMO 2008] Raskite visas funkcijas f : N — N, visiems pirminiams p ir natura-
liesiems n tenkinancias

()P =n (mod f(p)).

[IMO 2005] Raskite sveikuosius skaicius, kurie yra tarpusavyje pirminiai su visais
sekos a, = 2™ 4+ 3" + 6™ — 1 nariais.
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1.4 Kiny liekany teorema

Raskime skaiciaus 2'%° dalybos is 10 liekana. Oilerio teoremos naudoti negalime, nes 2
ir 10 néra tarpusavyje pirminiai. ISeitis yra uzdavinj isskaidyti j dvi dalis - rasti liekana
moduliu 2 ir moduliu 5 atskirai. Tai padaryti nesunku - pagal Oilerio teorema
2190 =1 (mod 5),
ir, akivaizdziai,
2109 = 0 (mod 2).
Kaip sujungti gauta informacija? Jei uzsirasysime = 10k 4 r, kur r yra ieskoma
dalybos liekana, tai gausime, jog r turi tenkinti du lyginius vienu metu:
r =1 (mod 5)
r =0 (mod 2)

2100

Tarp skaic¢iy nuo 0 iki 9 toks yra tik vienas - 6. Jis ir bus ieSskoma lickana.
Kiny liekany teorema yra Sio samprotavimo apibendrinimas:

Teorema (Kinu liekany teorema). Tegu n = myimg---my, kur visi m; yra paporiui
tarpusavyje pirminiai. Visiems sveikiesiems r1,7a, ... 1 lyginiy sistema

r =11 (mod my)

r =1 (mod mg)

r =1 (mod my)
turi vienintélj sprending intervale [0,n — 1].

Irodymas. Pirmiausia jrodykime, kad bent vieng sprendinj turi paprastesné lyginiy sis-
tema:
r =1 (mod my)

r =0 (mod mg)

r =0 (mod my)

Isties, kadangi my ir moms---my yra tarpusavyje pirminiai, t.y. juy didziausias
bendras daliklis yra lygus 1, tai pagal Euklido algoritmo isvadg egzistuoja tokie sveikieji
x ir y, kad xm1 +ymams - - - my = 1. Skaicius ymaoms - - - my, kaip tik ir bus sprendinys.
Pazymékime jj e;.

Issprende analogiskas sistemas, kur liekana 1 atitiks vis kita m; gausime k skaiciy
e1,€2,...,e,. Nesunku jsitikinti, kad sudaugine paporiui e;r] + eare + - - - €7 gausime
pradinés sistemos sprendinj.

Parodysime, kad visi sistemos sprendiniai skiriasi per n kartotinj. Tarkime, kad
turime du sistemos sprendinius r ir r’. Jie duoda vienodas liekanas dalijami i$ visy m;,
todel mq|(r—1"), ma|(r—7'), ..., mg|(r —r'). Kadangi visi m; yra paporiui tarpusavyje
pirminiai, tai gauname, kad n|(r — r’).

Galiausiai pastebékime, kad jei prie vieno sprendinio pridésime ar atimsime n, gau-
sime kita sprendinj. Tai ir jrodo, kad bus lygiai vienas sprendinys intervale [0,n—1]. [
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Pavyzdziai

Pavyzdys 1. Isspreskite lyginiy sistemas:

r =2 (mod 3), r=1 (mod 2),
r =2 (modb), ir r =2 (mod 3),
r =2 (mod 7); r =3 (mod 5).

Sprendimas. Nors kiny liekany teoremos jrodymas konstruktyvus (t.y. jo metu yra pa-
rodoma, kaip gauti sprendinius), retai kada jis praveréia sprendziant konkrecia sistema.
Dazniausiai efektyviau pabandyti tiesiog atspéti sprendinj, arba spresti lygtis po vienag
ir ieskoti bendry sprendiniy. Tg ir padarysime.

Geriau jsiziuréjus i pirmaja sistema turéty buti nesunku i$ karto atspéti, kad jos
sprendiniu bus r =3 -5- 7+ 2 arba tiesiog r = 2.

Antroji sistema kiek sudétingesné. IS lygties » = 3 (mod 5) zinome, kad sprendinio
paskutinis skaitmuo bus 3 arba 8. Tac¢iau pastarasis netinka, nes 7 =1 (mod 2). Lieka
is skaiciy, kuriy paskutinis skaitmuo 3 rasti tenkinantj lygti » = 2 (mod 3). Patikrine
keleta varianty randame r = 23. JAN

Pavyzdys 2. ISspreskite lyginiy sistemq:

2r =1 (mod 3),
3r =2 (mod 5),
4r = 3 (mod 7).

Sprendimas. Pertvarkykime lygtis. Pastebékime, kad 2r = 1 (mod 3) tada ir tik tada,
kai 4r = 2 (mod 3), nes dbd(2,3) = 1. Kadangi 4r = r (mod 3), tai vietoje buvusios
pirmosios lygties gauname ekvivalencia r = 2 (mod 3). Analogiskai i$ 2 padaugine ir
likusias gausime sistema

r =2 (mod 3),
r =4 (mod 5),
r =6 (mod 7).
Nesunku atspéti, kad r = 3-5-7 — 1 (arba tiesiog » = —1) yra Sios sistemos

sprendinys.

A

Pavyzdys 3. [rodykite, kad egzistuoja desimt paeiliui einanciy naturaliyjy skaiciy,
besidalinanciy s desimtyjy pirminiy skaiciy laipsniy.
Sprendimas. ISsirinkime bet kokius desimt pirminiy skaiciy p1, pe, ..., p1o. Irodysime,

kad egzistuoja toks nattralusis r, kad pi°|r, pi®|r+1, .., pi|r+9, tuomet r, r+1,...,r+9
ir bus ieskomi paeiliu einantys skaic¢iai. Taciau perrase salygas kaip

r =0 (mod pi?)
r = —1 (mod p%o)

r = -9 (mod pij)
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matome, kad toks r egzistuos pagal Kiny liekany teorema. A

—_

&0

Uzdaviniai

ISspreskite lyginiy sistemas:

r =0 (mod 5), 3r =1 (mod 5),
r=4(mod?7), ir 3r =1 (mod 7),
r =3 (mod 11); 3r =1 (mod 11).

Kokia liekang gausime dalindami skaiciy 123456789101112. ..20082009 is 4507

[Ireland 2000] Raskite maziausiaji natiiralyji a, kad 523 + 132 4+ 9az dalintysi
i$ 65 su visomis naturaliomis = reikSmémis.

Ar egzistuoja toks naturalusis a, kad skaic¢iai a, 2a, 3a, . . . , 1997a buty naturaliyjy
skaiciy laipsniai?

[USAMO 2008] Irodykite, kad kiekvienam n € N egzistuoja tarpusavyje pir-
miniai skaiciai ki, ks,...,kn, kad kiko---k, — 1 iSsiskaido kaip dviejy paeiliui
einanciy natturaliyjy skaic¢iy sandauga.

[France TST 2003] Sveikujy skai¢iy gardeleés plokstumoje taska vadinsime ne-
matomu, jei ji ir koordinaciy pradzios taska jungianciai atkarpai priklauso dar
bent vienas gardelés taskas. Irodykite, kad kiekvienam n atsiras kvadratas, kurio
krastinés ilgis n ir kurio visi viduje esantys taskai yra nematomi.
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1.5 Liekany grupé

Siame skyrelyje kalbésime apie lickanas atsiedami jas nuo konkreéiy skaiciy. Sakydami,
pavyzdziui, ,sudaugine liekanas a ir b moduliu n gausime liekana ¢” turésime omenyje,
kad sudauging bet kokj skaic¢iy, duodantj lickang a su bet kokiu skai¢iumi duodantj
liekana b gausime skaic¢iy, duodantj liekang c.

Nagrinékime liekanas moduliu n, tarpusavyje pirmines su n. Juy daugyba pasizymi
keturiomis savybémis:

uzdarumas - Sudaugine bet kurias dvi, vél gausime liekang, tarpusavyje pirmine su
n;

vienetinis elementas - Egzistuoja tokia liekana, butent 1, iS kurios dauginant kitas
liekanas jos nepakinta;

atvirkstinis elementas - Kiekvienai liekanai egzistuoja jai atvirkstiné liekana, t.y.
tokia, kad padaugine is jos gauname 1;

asociatyvumas - Kiekvienoms liekanoms a, b, ¢ yra teisinga lygybeé a(bc) = (ab)c.

Pirmosios dvi savybés labai lengvai patikrinamos. Irodykime treciaja. Jei a ir n
tarpusavyje pirminiai, tai pagal Euklido algoritmo iSvada, egzistuoja sveikieji skaiciai
x ir y tenkinantys lygybe ax + ny = 1. Tuomet z ir bus atvirstiné a liekana, nes ax =
1 (mod n). Ketvirtoji savybé, atrodanti kiek nejprastai, galioja visiems sveikiesiems
skaiciams, todél galioja ir liekanoms.

Abstrakciojoje algebroje aibé su joje apibrézta operacija, tenkinancia Sias keturias
savybes, vadinama grupe, todél kartais mes pagristai naudosime terming liekany grupé,
turédami omenyje liekanas moduliu n, tarpusavyje pirmines su n.

Liekanos eilé

Nagrinékime liekany moduliu n grupe.

Apibrézimas. Liekanos a eile vadinsime maziausig naturalyjj laipsnj s, su kuriuo a® =
1 (mod n).

Apibrézimas. Liekany grupés eile vadinsime liekany grupés elementy skaiciy.
Naudodamiesi Siais terminais galime performuluoti Oilerio teorema:
Teorema. Liekanos eilé dalo grupés eile.

Irodymas. Grupés eilé yra lygi liekany, tarpusavyje pirminiy su n, skaiéiui, t.y ¢(n).
I5 Oilerio teoremos zinome, kad bet kuriai liekanai a yra teisinga a¥(™ = 1 (mod n).
Tegu s yra a eilé ir tarkime, kad s nedalo ¢(n). Tada dalindami ¢(n) iS s gausime
p(n) =gs+r, kur 0 <r < s. Taciau tuomet

1 =a?M = g8t = ¢,

Gavome, kad egzistuoja mazesnis laipsnis uz s, kuriuo pakéle lickana a gauname 1.
Priestara. o
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Panagrinékime konkrety atvejj. Liekany moduliu 7 grupe sudaro Sesios liekanos

{1,2,3,4,5,6}. Vadinasi, kiekvieno elemento eilé turi buti sesiy daliklis. Patikrinkime:
1'=1-eilé 1;
21 =92922=425=1-eilé 3;
31=3,32=2,3=6,31=4,3"=5,30 =1 - ¢ilé 6;
4t =4,42=243=1 - eilé 3;
5'=5,52=4,5=6,5"=2,5"=3,5°=1 - eilé 6;
6! =6,62=1 - eile 2.

Cikliné grupé moduliu p

Apibrézimas. Liekany grupe, kurios visas liekanas galime uzrasyti kaip kazkurios
vienos liekanos ¢ laipsnius, vadinsime cikline grupe. Liekana g vadinsime liekany grupés
generatoriums.

Kaip matéme keliomis eilutémis auksciau, visas liekanas moduliu 7 tarpusavyje pi-
mines su 7 galima uzrasyti kaip trejeto (ir kaip penketo) laipsnius, tad §i grupé yra
cikliné ir ji turi du generatorius - 3 ir 5. Tai galioja ir bendresniu atveju:

Teorema. Liekany grupé moduliv pirminio skaiciaus p yra cikliné.

Irodyma iSskaidysime j atskiras dalis. Pirma, jrodysime, kad grupeé yra cikliné,
jei egzistuoja liekana, kurios eilé sutampa su grupés eile. Antra, grupés eile isskai-

dysime dauginamaisiais p — 1 = ¢{"¢9?---¢p* ir jrodysime, kad egzistuoja elementai
91,92, , gk, kuriy eilés yra atitinkamai ¢7'', ¢52,- -+, gp*. Tredia, jirodysime, kad san-

daugos gi1gs - - - g €ilé yra lygi grupés eilei.

Teiginys (Pirma dalis). Jei egzistuoja liekana, kurios eilé yra lygi liekany grupés eilei,
tai jos laipsniais galime uzrasyti visas grupés liekanas.

Irodymas. Tarkime, kad egzistuoja liekana g, kurios eilé lygi grupés eilei p— 1. Kelkime
ja laipsniais g', ¢2,...,¢P" 1. Jokie du i$ jy negali biiti lygus. Isties, jei gautume, kad
g' = ¢’ (i > j), tai i8 to sekty ¢g'~/ = 1, ko biiti negali, nes i — j < p — 1. Kadangi visi
laipsniai yra skirtingi ir jy yra tiek, kiek grupés liekany, tai Sios dvi aibés sutampa. [

Liekana, panasiai kaip ir realyji skai¢iy, vadinsime daugianario Saknimi, jei jsta-
te ja gauname nuline liekang. Toliau einanciuose teiginiuose turésime omenyje, kad
nagrinéjamos liekanos yra moduliu pirminio skaiciaus p.

Teiginys. n - tojo latpsnio daugianaris turi ne daugiau kaip n sakny.

Irodymas. Jrodykime naudodami indukcija. Pirmojo laipsnio daugianaris x — a turi
tik viena Saknj a. Tarkime, kad n — 1 laipsnio daugianaris turi ne daugiau kaip n — 1
saknj. Nagrinékime n - tojo laipsnio daugianarj p(z). Jei jis neturi né vienos Saknies, tai
teiginys teisingas. Jei turi Saknj a, tai galime jj isskaidyti p(z) = (z — a)q(z), kur ¢(z)
yra n — 1 laipsnio daugianaris. Kadangi daugianario p(x) saknis turi buti arba a, arba
daugianario ¢(z) saknimi, tai pagal indukcija p(x) turés ne daugiaunein —14+1=n
Sakny. O
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Teiginys. Daugianaris 2P~ — 1 turi lygiai p — 1 Saknj.
Irodymas. Pagal Oilerio teorema, jo Saknimis yra visos liekanos. O
Teiginys. Daugianaris % — 1, kur d|p — 1 turi lygiai d Saknay.
Irodymas. Isskaidykime daugianarj 2P~! — 1 dauginamaisiais:
I (xd _ 1)(1,p—1—d NI 1).

Kadangi kairéje puséje esantis daugianaris turi p — 1 saknj, tai tiek pat sakny turi turéti
ir desinéje puséje esantis daugianaris. Jei 2% — 1 turéty maziau nei d Sakny, tai desinéje
puséje esantis daugianaris turéty maziau nei d + (p — 1 — d) Saknuy. O

[e3Rp e’

Teiginys (Antra dalis). Tegu p — 1 iSsiskaido kaip p — 1 = ¢{" ¢5* - - - qp*. Kiekvienam
i egzistuoja liekana, kurios eilé yra ¢i".

. o1 . T v . . . X
Irodymas. Liekanos eilé bus lygi ¢;**, jei ji bus Saknis daugianario z% — 1, bet nebus
« . . . a1 - . . . . . o .
Saknis daugianario x% — 1. Kadangi pirmasis daugianaris turi daugiau Sakny nei

antrasis, tai ¢ eilés lickana egzistuoja. O

7
Teiginys (Trecia dalis). liekany sandaugos gi1g2 - - - g eilé yra lygi p — 1.

[rodymas. Sandaugos g1g2 - - - g, €ilé dalo grupés eile, todél ja galime uzrasyti ¢} q2’6 2. qg’“.

Jei ji néra lygi grupés eilei, tai bent vienas iS (3; yra mazesnis uz «;. Paprastumo délei
tarkime, kad tai §1. Pakéle g192 - - - g, didesniu nei eilé laipsniu qlﬁ Yg5? -+ - qp*, gausime

Bl ag ap B1 ag  ag
1= (9192 Tt gk)ql 92 4y, = ggl D) 9 ,
ko biti negali, nes g1 eilé yra " ir ji nedalo g/ g5 - -« g*. O

Teisingas yra ir kiek bendresnis teiginys - liekany grupés yra ciklinés moduliu bet
kokio pirminio skaic¢iaus laipsnio (p") ir moduliu bet kokio pirminio skai¢iaus laipsnio,
padauginto i§ dviejy (2p™). Siy teiginiy jrodymy nepateiksime, nes jie ganétinai ilgi ir
sudétingi.

Pavyzdziai

Pavyzdys 1. Tegu lickanos a eilé moduliu pirminio p yra 2k. Tuomet a® = —1 (mod p).

Sprendimas. Pastebékime, kad (a¥)?> = 1 (mod p), bet a* # 1 (mod n). Kadangi
daugianaris 22 — 1 turi lygiai dvi Saknis 1 ir —1, tai a* turi buti lygus antrajai. A

Pavyzdys 2. [rodykite Wilson teoremq: jei p pirminis, tas

(p—1)!'=—1 (mod p).
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Sprendimas. Pirmasis jrodymas. Daugianario 2P~! — 1 Saknimis yra visos lickanos
moduliu p iSskyrus 0, todél galime iSskaidyti

Pt ol=@-1)(z—-2)--(z—(p—1)).

Lieka jstatyti x = 0.

Antrasis jrodymas. Kiekviena liekana turi sau atvirkstine, su kuria sudauginta lygi
1. Suporavus liekanas su jy atvirkstinémis, liks tos, kurios yra pacios sau atvirkstinés.
Jos tenkina 22 = 1 (mod p) ir yra tik dvi - 1 ir —1, ir jy sandauga lygi —1.

Treciasis jrodymas. Kadangi liekany moduliu p grupé yra cikliné, tai visas liekanas
galime uzradyti kaip generatoriaus g laipsnius {g!, g2, ---¢?~!}. Ju sandauga yra lygi
gP®=1/2 Kadangi p(p—1)/2 nesidalija i§ (p—1), tai g?®~1)/2 £ 1 (mod p). Kita vertus

(g"*~1/2)? =1 (mod p),

o daugianaris #2 — 1 turi tik dvi Saknis - 1 ir —1, todél g?®=1/2 turi buti lygus antrajai.
A

Pavyzdys 3. Jei dbd(a,b) =1, tai

dbd(a" o bn, a™ — bm) _ adbd(n,m) - bdbd(n,m)'
Sprendimas. Akivaizdu, kad adPd(»m) — pdbd(nm)| qbd (g™ — b?, a™ — b™). Irodykime j
kita puse. Pazymékime d = dbd(a™ — b",a"™ — b™). Tuomet
a" =b" (mod d) <= (ab™")" =1 (mod d)

(atvirkstiné b liekana moduliu d egzistuos, nes dbd(a,b) = 1 = dbd(b,d) = 1).
Analogiskai ir

(ab™H)™ =1 (mod d).
Pasinaudoje Euklido algoritmo iSvada ir iSreiske dbd(n,m) = xm + yn gauname, kad
ir (ab_l)dbd(”m) =1 (mod d), t.y. d|adbd(”’m) — pdbd(n,m) A

Pavyzdys 4. [rodykite, kad 6°P~2 + 3P=2 + 2P=2 — 1 dalijasi is p, kur p > 3 - pirminis.

Sprendimas. Pateiksime kiek kitokj sio performuluoto IMO 2005 uzdavinio sprendima,
nei skyrelyje ,,Oilerio teorema”:
Pagal mazaja Ferma teorema, gauname kad

61 =31 =271 =1 (mod p),

vadinasi,
-2 —2 -2 — a1 -1 -1 _1L 11 _

Kiek pagristai susumavome liekanas lyg jprastas trupmenas? Pasirodo, visiskai
pagristai. Jprasta trupmeny suma £ 4 ¥ = % yra ne kas kita, kaip kitaip uzrasyta
lygybé

-1 -1 _ —1;-1
xa 4 yb " = (ay+br)a b,
kuri, akivaizdu (pakanka atskliausti), yra teisinga ir lickanoms. VAN
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

Uzdaviniai
Raskite liekany grupés moduliu 11 generatorius.
Irodykite, kad liekanos ir jos atvirkstinés liekanos eilés sutampa.
Kodél visos liekanos moduliu sudétinio skaic¢iaus nesudaro grupés?

Teiginys, kad n-tojo laipsnio daugianaris turi ne daugiau nei n Sakny néra tei-
singas liekanoms moduliu sudétinio skaic¢iaus. Pavyzdziui, moduliu 6 daugianaris
2?42 turi keturias Saknis 0,2, 3 ir 5. Kuri teiginio jrodymo dalis tampa neteisinga
sudétiniams skai¢iams?

Tegu p - nelyginis pirminis skai¢ius. Irodykite, kad a yra liekany mod p genera-
—1
torius tada ir tik tada, kai a7 # 1 (mod p) su visais pirminiais p — 1 dalikliais
q.
Irodykite, kad liekany grupé moduliu pirminio p turi ¢(p — 1) generatoriy.
Parodykite, kad 2 - liekany grupés moduliu 29 generatorius. Parode iSspreskite
lygtis:

a) 2’ =1 (mod 29)
b) 26+ 254+ ...+ 2+ 1 =0 (mod 29)

»n »n W»nn W

Trodykite, kad visy grupés moduliu pirminio p generatoriy sandauga lygi (—1)#P—1g

Isspreskite lygti 27 = 1 mod 19.

Irodykite, kad 1¥ 4+ 2% + ... + (p — 1)¥ = 0 (mod p), jei p — 1 nedalo k ir
= —1 (mod p), jei p— 1 dalo k.

Tegu p = 2" 4+ 1,n > 2 - pirminis skaicius. [rodykite, kad 3 yra grupés moduliu
p generatorius:
a) Tegu g vienas i$ grupés moduliu p generatoriy. Parodykite, kad visi nelyginiai
g laipsniai taip pat bus generatoriais.
b) Parodykite, kad jei 3 néra generatorius, tai —3 = a? (mod p) su kazkokiu a.
c¢) Tegu 2u = a — 1 (mod p). Parodykite, kad u yra trecios eilés elementas.
d) Gaukite priestara.

Irodykite, kad jei a yra trecios eilés elementas moduliu pirminio p > 3, tai a +1
yra Sestos eilés elementas mod p.

Irodykite, kad liekany grupé moduliu pq, kur p ir ¢ skirtingi pirminiai skaiciai,
néra cikliné.

Irodykite, kad n nedalo 2™ — 1, kur n > 1 naturalusis skaicius.

[Ireland 1992] Irodykite, kad visy naturaliuju skai¢iy, mazesniy uz n ir tarpusa-
vyje pirminiy su n, kuby suma dalijasi i$ n.

Raskite visus daugianarius ¢(z) su sveikais koeficientais, tenkinancius g(n)|2" —1
su visais n € N.
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17.
18.

19.

20.

21.

Raskite visus pirminius p ir ¢, su kuriais pq|2P + 29.

[Russia 2009] Tegu z,y - sveikieji skaiciai ir 2 < z,y, < 100. Irodykite, kad

egzistuoja toks n € N, su kuriuo 22" + 32" néra pirminis.

[INAMO 2009] Irodykite, kad kiekvieniems tarpusavyje pirminiams a ir b egzis-

tuoja tokie naturalieji m ir n, kad a|m, b|n, bet a { n, bt m, ir tenkinantys

m|n? +n ir n|m? + m.

[India TST] Tegu n > 2 - naturalusis skaicius ir n|3"™ + 4". Irodykite, kad 7|n.

[Hong Kong TST 2009] Irodykite, kad lygtis 237 = 3> + 11 (mod p) turi spren-

diniy su visais pirminiais p < 100.

27



1.6. Kvadratinés liekanos Skaiciy teorija

1.6 Kvadratinés liekanos

Siame skyrelyje apzvelgsime teorija, apibiidinanéia, kokias liekanas galime gauti dalin-
dami sveikyjy skaiciy kvadratus i$ pirminiy skaiciy.

Apibrézimas. Liekanas moduliu pirminio skaicCiaus p, kurias galime gauti dalinda-
mi sveikyjuy skaic¢iy kvadratus iS p, vadinsime kvadratinémis, o tas, kuriy negalime,
nekvadratinémis. Nuline liekang laikysime isskirtine. Kvadratinéms ir nekvadratinéms
lieckanoms zyméti naudosime Lezandro simbolj:

1, jei a yra kvadratiné liekana moduliu p,
a
() =4 —1, jei a néra kvadratiné liekana moduliu p,

0, jeia=0 (mod p).
Paziurékime, kaip tai atrodo konkreciu atveju:
Pavyzdys. Raskime visas kvadratines liekanas moduliu 7.
Sprendimas. Pakelkime visas liekanas moduliu 7 kvadratu:
12=1 (mod 7), 22 =4 (mod 7), 3> =2 (mod 7),
4?2 =2 (mod 7), 52 =4 (mod 7), 62 =1 (mod 7).

Gavome, kad kvadratinés liekanos yra 1, 2 ir 4, o nekvadratinés 3, 5 ir 6. Naudodami
Lezandro simbolj tai galime uzrasyti taip:
4
1, — | =1,
(7)

e
()= (s ()

Kvadratiniy liekany struktura

Irodysime keleta teiginiy, kurie padés labiau suprasti kvadratiniy lieckany struktira.

Teiginys. Tegu g - lickany grupés moduliu p generatorius. Tuomet visos kvadratinés
liekanos bus uZrasomos kaip lyginiai g laipsniai, o nekvadratinés liekanos - kaip nelygi-
niai.

Irodymas. Pastebékime, kad pats generatorius néra kvadratiné liekana. Isties, jei g =
t2 (mod p), tai g(i”’l)/2 = l=1 (mod p) - prieStara. Lyginiai generatoriaus laipsniai
bus kvadratinés liekanos, nes g% = (¢*)? (mod p), o nelyginiai nebus, nes i§ g2+ =
t? (mod p) sekty g = (tg~%)? (mod p), kas reiksty, kad generatorius g yra kvadratine
liekana. O
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Taigi galime naudotis tam tikra prasme analogisku sveikiesiems skaiciams ,kvadra-
tiskumo" kriterijumi - liekana yra kvadratiné tada ir tik tada, kai ji yra lyginis gene-
ratoriaus laipsnis. IS to seka, kad dviejy kvadratiniy arba dviejy nekvadratiniy liekany
sandauga yra kvadratiné liekana, o vienos kvadratinés ir vienos nekvadratinés - nekvad-
ratiné. Tai galime uzrasyti kaip:

Teiginys. (Z) (Z) _ (C;b) |

Pastebékime, kad §i lygybé galioja ir tuo atvéju, kai a ar b dalijasi i§ p. Treciasis
teiginys leidzia nustatyti, ar liekana kvadratiné, ar ne, paziuréjus i jos (p — 1)/2 laipsnj:

Teiginys. o~ 1/2 = <a> (mod p).
p

Jrodymas. Jei a yra kvadratiné liekana, tai a = t> (mod p) ir
aP~V/2 = =1 =1 (mod p).

Jei a néra kvadratiné liekana tai ji yra nelyginis generatoriaus laipsnis, t.y. a = g%,

taciau tuomet
a(p_l)/2 = gN(p_l)/Q = g(p—l)/2 ;é 1 (mOd p)

Kadangi §iuo atveju a(?~1)/2 nelygsta vienam, o jos kvadratas lygsta vienam, tai a(?—1)/2
lygsta —1. O

IS Sio teiginio seka labai svarbi ir naudinga iSvada:

Isvada. —1 yra kvadratiné liekana moduliu p tada ir tik tada, kai p =1 (mod 4), t.y.

3)-cr

Irodymas. Uztenka jstatyti a = —1 j praeito teiginio lygybe. O

Kvadratinio apverciamumo teorema

Irodysime centrine Sio skyrelio teorema. Ji pati yra labai naudinga sprendziant uzdavi-
nius, tac¢iau jrodymas yra ilgokas, tad nesikrimskite, jei nepavyks jo is karto jveikti.

Teorema (Kvadratinio apver¢iamumo teorema). Tegu p ir q - nelyginiai pirminiai

skaiciai. Tuomet
)(2)- oo
(3)(5)-cv

Irodymas. Paimkime bet kokia lieckana a moduliu p ir dauginkime jaisi =1,2,..., (p—
1)/2. Kiekvienai sandaugai uzrasykime lygybe

a-i=pogitr

taip, kad liekana r; buty tarp —(p—1)/2 ir (p —1)/2, o ne tarp 1 ir p — 1 kaip jprasta.
Neigiamy liekany skaiciy pazymékime p, ir sudauginkime lygybes moduliu p. Gausime

(r—1)/2 (p—1)/2
aP=1)/2 H i=(—1)He H |ri| (mod p).
i=1 i=1
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Pastebékime, kad jokiy dviejy liekany moduliai negali buti vienodi, nes gautume
ri=%4r; =a-i=xa-j (mod p) = pla(i £ j),

ko negali buti, nes a i§ p nesidalija, ir —p < i £ j < p. Kadangi liekanos |r;| yra

skirtingos ir tarp 1 ir (p —1)/2, tai jos tegali buti lygios 1,...,(p—1)/2, i$ ko seka, kad
]_[l(p 11)/ 2 ng 11 /2 |r;]. Tuomet, suprastine lygybe, gauname

(a) = aP71/2 = (=1)"e (mod p),
p
arba, jstate a = ¢,
(q) = (—1)" (mod p).
p
Norédami rasti, ar p4 yra lyginis, ar nelyginis, pradZioje uzrasytas lygybes perrasy-
kime moduliu 2. Vietoje
q-i=p- g+

gausime

i =q; + |ri| (mod 2),

nes p, ¢ nelyginiai ir r; = —r; (mod 2). Dalmuo g¢;, jei liekana r; buvo teigiama, yra
lygus L—J o jei liekana buvo neigiama - L%J + 1. Tad susumave visas lygybes gausime

(p—1)/2 (p— 1)/2 . (p—1)/2
Y oi=p+ Z I+ > |ril (mod 2).
i=1 i=1

Samprotaudami kaip ir praeita karta gauname, kad

(p—1)/2 (p—1)/2

Z |Ti|>

i=1 i=1

todél suprasting randame

(p—1)/2
q = Z qz (mod 2),
P p

< ) (p 1)/2Lq1J

Analogiskai, kadangi ¢ taip pat yra pirminis, gausime

( ) POt
Sudauginkime israiskas:

<q) (p> ( 1)2(1’ 1)/2LQ1J+Z(€1 1)/2Lpz
p q

ir tuomet

Lieka jrodyti, kad
—1qg—1

(p=1)/2 i —1)/2
Dy -2
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Tuo jsitikinti nesunku - pirmoji suma atitinka sveikuosius staciakampio taskus (zr.
brézinj), esancius po tiese y = »T, 0 antroji atitinka sveikuosius staciakampio taskus
esancius virs tiesés.

q/2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] L ] [ ] L ] (]
L ]
L ]

L ] [ ] L ] [ ] o L ]

[ ] L ] [ ] o [ ]

L ] [ ] o [ ] L ] (]
/2

O]

Kvadratinio apver¢iamumo teorema galioja tik nelyginiams pirminiams. Dvejeta
reikia nagrinéti atskirai:

Teorema. Liekana 2 yra kvadratiné moduliv p tada ir tik tada, kai p = £1 (mod 8),
21
ty () =(-15.

Irodymas. Pasinaudosime kvadratinio apver¢iamumo teoremos jrodymo metu gauta ly-
gybe (dar vadinama Gauss lema) atveju a = 2:

(2) = (-1 (mod p).

p
Pasirodo, siuo atveju galima suskaiciuoti tikslia po reikSme, priklausomai nuo pirminio

p dalybos is 8 liekanos. Nagrinékime 4 atvejus:

p =8k +1- Siuo atveju bus i$ viso 4k liekany, padauginus jas i$ dviejy, 2k bus nedidesnés nei

4k ir 2k bus didesnés. Vadinasi, p bus lygus 2k ir (%) =1

p =8k + 3 - Siuo atveju bus i$ viso 4k + 1 lickana, padauginus jas i$ dviejy, 2k bus nedidesnés
nei 4k + 1 ir 2k + 1 bus didesnés. Vadinasi p bus lygus 2k + 1 ir (%) =—1.

p =8k +5- Siuo atveju bus i§ viso 4k + 2 liekanos, padauginus jas i§ dviejy, 2k + 1 bus ne
didesnés nei 4k + 2, ir 2k + 1 bus didesnés. Vadinasi, p bus lygus 2k + 1 ir

G-

p=8k+7- Siuo atveju bus i§ viso 4k + 3 liekanos, padauginus jas i§ dviejy, 2k + 1 bus ne
didesnés nei 4k + 3 ir 2k + 2 bus didesnés. Vadinasi, p bus lygus 2k +2 ir (%) =1.
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O]

Kvadratinio apver¢iamumo teorema taip vadinasi ne be reikalo. Jos déka uzuot
skaiciavus (%), galima skaiciuoti (%). Geriau jsiziuréjus i teoremos formuluote pasidaro
aisku, kad siy dviejy Lezandro simboliy reikSmés sutaps, jei bent vienas iS p, ¢ duos
dalybos liekang 1 moduliu 4, ir bus skirtingos, jei abiejy pirminiy dalybos liekanos
moduliu 4 bus lygios 3. Paziurékime, kaip tai atrodo praktiskai.

Pavyzdziai
Pavyzdys 1. Raskite, ar 23 yra kvadratiné liekana moduliu 37.

Sprendimas. Abu duoti skaiciai yra nelyginiai pirminiai, todél galime taikyti kvadratinio
apver¢iamumo teorema. Kadangi 37 =1 (mod 4), tai gausime

(32) () =1 = () = ()

Pagrindiné nauda, kuria gauname is apvertimo, yra ta, kad dabar skaitiklis yra didesnis
uz vardiklj, tad galime jj redukuoti moduliu. Kadangi 37 = 14 (mod 23), tai gausime

37 14
(=) -(5)
Redukave, pritaikome lygybe (%’) = (%) (%):

() - () ()

Pirmajj is dauginamyju galime i$ karto suskaic¢iuoti. Kadangi 23 = —1 (mod 8), tai
(22—3) = 1. Antrajj vel apversime (8} karta gausime, kad apverstasis yra priesingo zenklo,

nes 7 =23 = 3 (mod 4)):
() --(5)-- ()

Kadangi 7 = —1 (mod 8), tai gauname, kad (%) = 1, vadinasi, viskg sujunge gausime
(%) = —1, t.y. 23 néra kvadratiné liekana moduliu 37. JAN

Pavyzdys 2. Raskite, ar 41 yra kvadratiné liekana moduliu 61.

Sprendimas. Darysime ta patj, ka ir praeitame pavyzdyje:
@)-E) -G -G @-6)-()-
61/ \41) \41) \41) \41) \5) \5)

Pavyzdys 3. Raskite, moduliv kuriy pirminiy, 3 yra kvadratiné liekana.
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Sprendimas. leskosime, kada ( ) yra lygus vienetui. Taikysime kvadratinio apvercia-

3
P
mumo teorema. Kadangi 3 = 3 (mod 4), tai

() == ()

Sandauga bus lygi 1, kai abu daugikliai lygus 1 arba —1. Kadangi (&) lygus 1, kai
p = 1 (mod 3) ir —1, kai p = 2 (mod 3), tai gausime, kad mums tinka pirminiai
skaic¢iai, tenkinantys sistemas:

p=1(mod4) p=—1 (mod 4)
p=1 (mod 3) . p=—1 (mod 3)

Tokiais bus pirminiai p = +1 (mod 12). A
Pavyzdys 4. Kokie pirminiai skaiciai gali buti daugianario x> +5 dalikliais? (Skaiciy
vadiname daugianario q(x) dalikliu, jei su kuria nors x reiksme q(z) i§ jo dalijasi.)
Sprendimas. Jei p yra daugianario 22 + 5, tai su kazkokia x reik§me bus tesinga lygybé
22 4+5=0 (mod p) < z? = —5 (mod p),
t.y. —5 turés buti kvadratiné liekana moduliu p. Tare, kad p # 5, skai¢iuojame:
(5)-G)G) == ()
p p/\p 5
Sandauga bus lygi 1, jei p = 1 (mod 4) ir p = £1 (mod 5), arba jei p = —1 (mod 4)

ir p = £2 (mod 5). Issprende lyginiy sistemas, randame, kad tiks p = 1 (mod 20),
p =3 (mod 20), p =7 (mod 20), p =9 (mod 20) bei atskiras atvejis p = 5. A

Uzdaviniai

—_

Raskite (%) .

b

Irodykite, kad jei pirminis p > 3 dalo skai¢iy a? + 12, tai tuomet p = 2 (mod 3).

&0

Irodykite, kad i$ visy nelygiy nuliui liekany moduliu pirminio p, pusé yra kvad-
ratinés ir pusé nekvadratinés.

-

Nustatykite, moduliu kuriy pirminiy, 6 yra kvadratiné liekana.

ot

[LitMo 1987]Skaic¢ius N lygus pirmuyju n > 2 pirminiy skai¢iy sandaugai. [rody-
kite, kad nei vienas i skai¢iy N —1 ir N 41 néra naturaliojo skai¢iaus kvadratas.

o

Irodykite, kad, kaip ir jprastai, kvadratiné lygtis az?+bz+c (mod p),a # 0,p # 2
turés sprendiniy tada ir tik tada, kai diskriminantas b® —4ac bus kvadratiné liekana
(iskaitant nulj) moduliu p.

7. [Brazil 2003] Raskite maziausia pirminj, kuris dalo daugianarj n? + 5n + 23.
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8.
9.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

Irodykite, kad jei pirminis p = 3 (mod 4), tai i§ p|a® + b? seka p?|a? + b2

Tegu pirminis p = 4n+ 1. Irodykite, kad visi n dalikliai yra kvadratinés liekanos
moduliu p.

Irodykite, kad kvadratiniy liekany sandauga lygsta 1 moduliu p, kai p =
3 (mod 4), ir —1, kai p =1 (mod 4).

Irodykite, kad 123252 - - (p — 2)? = (—=1)®+1)/2 (mod p).

Pasinaudoje lygybe z* +4 = ((z +1)2 +1)((z — 1)? + 1) parodykite, kad —4 bus
bikvadratiné liekana mod p tada ir tik tada, kai p = 1 mod 4. (a yra bikvadratiné
liekana, jei egzistuoja sprendinys z* = a mod p)

Irodykite, kad pirminiai daugianario * — 2 + 1 dalikliai lygsta 1 mod 12.
Irodykite, kad visi pirminiai yra daugianario 2% — 11z + 3622 — 36 dalikliai.

Tegu pirminis p = 3 mod 4, ir ¢ = 2p + 1 taip pat pirminis. Jrodykite, kad
q|2r — 1.

Zinoma, kad jei pirminis p = 1 mod 4, tai jis uzraSomas kaip dviejy kvadraty
suma p = a® + b?. Tegu a - nelyginis démuo. Jrodykite:
aly _ 1.
@) () = 2
(a+b)“—1
b) (%) = (-1)"
c) (a+ b)? = 2ab (mod p);
-1 -1
d) (a+b)"T = (2ab)"T (mod p).
—-1
Tegu f toks, kad b = af (mod p). Irodykite, kad f2 = —1 mod p ir kad 2" =
f2/2 (mod p).
Irodykite, kad 2 yra bikvadratiné liekana moduliu p tada ir tik tada, kai p uzra-
Somas kaip A2 + 64B2.

[

[JBMO 2007] Irodykite, kad jei p yra pirminis, tai A = 7p + 3P — 4 néra pilnas
kvadratas.

[Kazakhstan 2004] Raskite visus pirminius p, su kuriais lygtis 22 +y? = 2003 +pz
turi sveikyjy sprendiniy.

[Vietnam 2004] Tegu S(n) skai¢iaus n skaitmeny suma. Raskite maziausia ga-
lima S(m) reiksme, jei m dalijasi i§ 2003.
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1.7 Diofantinés lygtys

Lygtys yra vadinamos diofantinémis, kai yra ieskoma jy sveikyjy sprendiniy. Siame
skyrelyje apzvelgsime keletag metody padedandiu jas spresti. Atkreipsime démesj, kad,
skirtingai nuo jprasty lygéiy, ’spresti’ dazniausiai yra bandyti jrodyti, kad lygtis spren-
diniy neturi, arba jei ir turi, tai labai specifinius.

1.7.1 Dvi lygties pusés

Pradésime nuo trijy pagrindiniy principy, besiremianciy labai bendru pastebéjimu:

Lygybés abi pusés yra vienodo dydZio, vienodai skaidomos dauginamaistais ir duoda
vienodas liekanas dalijamos is naturaliyjy skaiciy.

Dydis
Pradékime nuo pavyzdziy. ISspresime tris paprastas lygtis.

2

Pavyzdys. Raskite lygties x° = x + 2 sveikuosius sprendinius.

Sprendimas. Si lygtis yra kvadratiné, ir ja galima iSspresti jprastai, ta¢iau minutélei
ta pamirskime ir pabandykime pasinaudoti tuo, kad kairioji pusé beveik visada yra
didesné uz desiniaja. Ivertinkime - kai x > 3, tai 2 >3 >x+6 > 2+ 2, 0
kai z < —2, tai 2 > 0 > z + 2, tad vienintéliai sveikieji skai¢iai, kuriy negaléjome
atmesti samprotaudami apie skirtingus lygties pusiy dydzius, yra —1,0,1 ir 2. Lieka
tik patikrinti, kurie is jy tinka, ir rasti, kad lygties sprendiniai yra —1 ir 2. A

Pavyzdys. Raskite lygties 2° + y? = 100 sveikuosius sprendinius.

Sprendimas. Sveikyju skaiciy kvadratai yra visuomet neneigiami ir auga palyginti spar-
Ciai. Sios lygties atveju, kaip tik tuo ir pasinaudosime - jei z arba y yra moduliu didesni
uz 10, tai kairioji pusé tampa didesné uz 100. Atkreipe démesj j tai, kad jei (z,y) yra
sprendinys tai ir (+z, £y) yra sprendinys gauname, kad uztenka patikrinti x reikSmes
nuo 0 iki 10. Tai padaryti nesunku - randame, kad sprendiniai bus (0, 10), (6, 8), (8,6),
(10,0) su visomis skirtingomis zenkly kombinacijomis. A

Pavyzdys. Raskite lygties xy = x + y sveikuosius sprendinius.

Sprendimas. Dvieju sveikyjy skaic¢iy sandauga beveik visada yra didesné uz suma.
Pasinaudosime tuo, ta¢iau pirmiausia atmeskime neigiamus atvejus. Aisku, kad abu ir
x, ir y, negali buti neigiami, nes tuomet sandauga bus teigiama, o suma neigiama. Negali
biiti ir vienas neigiamas, vienas teigiamas, pvz. x > 0, y < 0, nes tuomet zy < y < y+=x.
Tad ieskokime sprendiniy, kuriuose « > 0 ir y > 0 ir taip pat neprarasdami bendrumo
tarkime, kad y yra nemazesnis nei x. Parodysime, kad x negali buti didesnis uz 2. Is
ties, jei x > 3, tai zy > 3y > y+x. Vadinasi x gali jgyti tik reikSmes 0, 1 ir 2. Patikring
randame sprendinius (0, 0) ir (2,2). A
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Bandant jvertinti reiskiniy dydzius, naturaliai pravercia algebrinés nelygybés ir su-
pratimas apie funkcijy didéjima, argumentui artéjant i begalybe (pavyzdziui, didesnio
laipsnio daugianaris nuo kazkurios reikSmés visuomet jgis didesnes reikSmes uz mazes-
nio laipsnio daugianarj). Puiki ir paprasta Siy idéjy iliustracija - 1988 mety Lietuvos
matematikos olimpiados uzdavinys:

Pavyzdys. [LitMo 1988] Isspreskite naturaliaisiais skaiciais lygtj 3z +2y? = dxy+2z.

Sprendimas. Parodysime, kad kairioji pusé beveik visada yra didesné uz desiniaja. IS
ties - pagal aritmetinio-geometrinio vidurkio nelygybe 222 + 2y? > 4zy, ir 2 > 2z, kai
x > 2. Vadinasi, lieka patikrinti tik dvi reikSmes - x = 1 ir x = 2. Tinka tik antroji,
randame sprendinj (2, 2). A

Dazniausiai, kaip ir turi buti olimpiadiniuose uzdaviniuose, lygybés pusiy dydziy
skirtumo idéja buna uzmaskuota ir reikia akylumo norint ja jziuréti. Pavyzdziui:

Pavyzdys. [LitKo 2009] Raskite lygties (a? —9b%)% —33b = 16 sveikuosius neneigiamus
sprendinius.

Sprendimas. Sis uzdavinys organizatoriams grei¢iausiai pasirodé kiek sunkokas, todél
olimpiadoje buvo suformuluotas kaip dviejy daliy, pirmoji is kuriy prasé jrodyti, kad
visi sprendiniai tenkina nelygybe |a — 3b| > 1. Irodyti tai labai paprasta, taciau jziuréti
uzuoming gerokai sunkiau. Paprasciausia tai padaryti turbut buty isskaidant pirmajj
démenj dauginamaisiais: (a? — 9b?)2 = (a — 3b)?(a + 3b)?, tuomet

(a —3b)%(a + 3b)* > (a + 3b)? > 9b°.

Vadinasi, kairioji lygties pusé yra ne mazesné nei 96> — 33b = (9b — 33)b, bet Sio
reiskinio reiksmé yra didesné uz 16 su visomis b reikSmémis virsijanc¢iomis 4, vadinasi
lieka patikrinti vos keleta reiksmiy.

Taciau atidékime $j sprendimg j Salj ir dar karta pazvelkime j lygti, bandydami
kiek kitaip jvertinti kairiosios pusés dydj. Priezastis, dél kurios (a? — 9b%)? yra beveik
visada daug didesnis uz 33b yra ta, kad skirtumas tarp kvadraty yra pakankamai didelis.
Isties, jei a? néra lygus 92, tai aréiausiai (tuomet skirtumas maziausias) jis gali buti tik
tuomet, kai yra artimiausiai esantis kvadratas. O artimiausias kvadratas yra (3b —1)2,
bet net tuomet skirtumas visvien yra 6b — 1, o (6b — 1)?> — 33b yra didesnis uz 16
su visomis b reikSmémis didesnémis uz 1! Lieka vos du atvejai, iS kuriy gauname po
sprendinj: (4,0) ir (4,1). A

Viena (labai svarbi!) i§ samprotavimo apie dydj variacijy -,jterpimo tarp kvadraty’
triukas. Norint parodyti, kad sveikasis skaic¢ius néra kvadratas, uztenka parodyti, kad
jis yra tarp dviejy gretimy kvadraty ir né vienam i$ jy nelygus. Si strategija tinka,
zinoma, ir aukstesniems laipsniams.

Pavyzdys. Raskite lygties y?> = x> + x + 1 sveikuosius sprendinius.

Sprendimas. Kairioji lygties pusé yra kvadratas, o deSinioji beveik visada néra, nes
2?2 <224+ ax+1 < (z+1)?2 (arba (x +1)2 < 22 + 2+ 1 < 2%, jei = neigiamas).
Vienintelés z reikSmeés, su kuriomis Sios nelygybés néra teisingos yra z = —1 ir = 0,
gauname sprendinius (—1,+1) ir (0, £1). A
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Liekanos

Nagrinéjant lygti moduliu pasirinkto skaic¢iaus, apribojima, kad abi lygybés pusés turi
duoti vienodg liekana moduliu to skaic¢iaus, daznai galima perkelti j apribojima iesko-
miems sprendiniams. Kartais tas apribojimas buna pakankamas, kad galétume visiskai
iSspresti lygtj, bet dazniau jis tampa pagalbine informacija, kuri tampa naudinga sujun-
gus ja su kitomis idéjomis. Pradékime nuo paprasciausiy atvejy, kai nagrinéjant lygti
moduliu tinkamai parinkto skaiciaus ji iSsisprendziama iki galo.

Pavyzdys. Raskite lygties 2° = 3y — 1 sveikuosius sprendinius.

Sprendimas. Nagrinékime Sia lygti moduliu 3. Norint, kad (x,y) butu sprendinys,
abiejy lygybés pusiy dalybos liekana i 3 turi buti vienoda. Desinés pusés dalybos
liekana bus —1, o kairés, priklausomai nuo x, arba 0, arba 1. Gavome, kad su jokiais
(z,y) jos nesutaps, todél lygtis sprendiniy neturi. A

Pavyzdys. Raskite lygties x> = 2" — 1 sveikuosius sprendinius.

Sprendimas. Nagrinékime lygti moduliu 4. Desiné pusé, kad n > 1, lygsta —1 moduliu
4, o kairé 0 arba 1. Kadangi liekanos nesutampa, tai lieka tik atvejai n < 1, kuriuos
patikrine (n negali buti neigiamas, nes tuomet 2" nebuty sveikasis) randame sprendinius
n=1,r==+1lirn=0,x=0. A

Pavyzdys. Raskite lygties 2 + 2% + 2° = 6" sveikuosius sprendinius

Sprendimas. Nagrinékime lygti moduliu 3 arba moduliu 5, arba moduliu 7. Visais
trimis atvejais lengva jsitikinti, kad abi pusés duoda skirtingas liekanas. A

Kaip jau uzsiminéme, lygties nagrinéjimas moduliu (arba sprendimas moduliu) daz-
niausiai yra tik dalis sprendimo. Pavyzdziui:

Pavyzdys. [Lietuvos TST 2009] Raskite lygties 23+ 2% = 164 2Y naturalivosius spren-
dinius.

Sprendimas. Nagrinékime lygtj moduliu 7. Kairioji pusé gali jgyti liekanas 0,1,2,3,5,
o desinioji 3,4 ir 6. Vienintélé bendra liekana yra 3, ir ji jgyjama kai y dalijasi i$ 3.
Panaudokime gauta informacija - pazymékime y = 3a ir perrasykime lygti kaip

(2%)3 = 23 + 2% — 16.
Lieka pastebéti, kad galime pritaikyti jterpimo tarp kuby jdéja: su visais z > 4 turime

<4 a® —16 < (z+1)3,

vadinasi, lieka patikrinti tik keturias x reiksmes. Randame vienintelj sprendinj (4,6).
A

Pavyzdys. [MEMO 2009, Aivaras Novikas| Raskite lygties 2% + 2009 = 3Y5% neneigia-
mus sveikuosius sprendinius.
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Sprendimas. Pirmiausia jsitikinkime, kad x negali buti mazesnis uz 3. Isties - jstacius
reiksmes 0, 1,2 kairiojoje puséje gauname 2010,2011,2013 ir né vienas is Siy skaiciy
neissiskaido tik j trejeto ir penketo laipsnius. Tad tarkime, kad = > 3. Trodysime, kad
visi trys x,y, z turi buti lyginiai.

x - Jei y > 0, tai nagrinékime lygti moduliu 3 gausime (—1)* — 1 = 0, vadinasi z
lyginis. Jei y = 0, tai z > 0, tuomet nagrinékime lygti moduliu 5. Gausime
2* —1 =0, vadinasi z dalijasi i$ 4, t.y. yra lyginis.

y - nagrinékime lygti moduliu 4. Kadangi = > 2, tai gausime 1 = (—1)¥, vadinasi y
lyginis.

z - nagrinékime lygti moduliu 8. Kadangi = > 2 ir y lyginis, tai gausime 1 = 57,
vadinasi z lyginis.

Pazyméje x = 2a, y = 2b, z = 2¢ galime lygtj pertvarkyti i
2009 = (3°5¢ — 2%)(3%5¢ + 29).

Kadangi 2009 issiskaido kaip 72 - 41, tai j dviejy dauginamuyjy sandauga galime jj isskai-
dyti tik trim budais: 1-2009, 7-287 ir 41-49. Vienintelis iSskaidymas, kurio dauginamieji
skiriasi per dvejeto laipsnj yra 41 - 49, i$ kur randame vienintélj sprendinj (4,4,2). A

Lygties sprendima moduliu visuomet verta prisiminti sprendziant diofantines lyg-
tis ir ypac tas, kuriose i$ pirmo zvilgsnio nesimato jokiy silpny viety. Neretai verta
spresti lygti moduliu nedideliy skaiciu (pvz. 2,3,4,5,7,8,9) ir akylai stebéti gaunama
informacija. Taip pat visuomet verta gerai jsiziuréti j lygtj, kartais koeficientai ar dideli
laipsniai gali pasufleruoti skaiciy, moduliu kurio pavyks iSpesti ka nors vertingo.

Pastebésime, kad sprendimas moduliu daznai buna sékmingas, jei viena arba abi
lygties pusés jgyja nedaug liekany moduliu nagrinéjamo skaiciaus. Kiek liekany jgyja
reiskiniai pavidalo z* (kur 2 kintamasis) kartais padeda jvertinti liekany grupiy teorija.
Prisiminkime, kad liekany grupés moduliu pirminio p eilé yra p—1, o moduliu sudétinio
n yra ¢(n). Jei p— 1 (ar p(n)) ir k didziausias bendras daliklis yra didelis, tai tuomet
z¥ jgis nedaug reiksmiy moduliu p (ar n). Konkreciau:

p =3 - liekany grupés eilé 2 - 2 (ir kiti lyginiai laipsniai) jgys 2 liekanas i$ 3
n =4 - lickany grupés eilé 2 - 22 jgis 2 liekanas i$ 4

p =5 - liekany grupés eilé 4 - z? jgis 2 liekanas i$ 5

p =7 - liekany grupés eilé 6 - 25 jgis 2, 23 jgis 3 lickanas i§ 7

n =8 - lickany grupés eile 4 - 2* jgis 2, 22 jgis 3 lickanas i$ 8

n =9 - liekany grupés eilé 6 - 2% jgis 2, 23 jgis 3 lickanas i 9

p = 11 - liekany grupés eilé 10 - 210 jgis 2, 25 jgis 3 liekanas i$ 11

Ziurint i$ §io tasko, 1998 mety Balkany Matematikos Olimpiados uzdavinys atrodo
labai paprastas:
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Pavyzdys. [BMO 1998] Parodykite, kad lygtis x* + 4 = y> neturi sveikyjy sprendiniy.

Sprendimas. Atkreipkime démesj j 3/°. Sis reiskinys jgis nedaug reik$miy moduliu 11, o
tiksliau, kadangi y'° = 0,1 (mod 11), tai ®> = 0, —1,1 (mod 11). Tad spreskime lygtj
moduliu 11 - 22 jgys reiksmes 0, 1,4, 9, 5, 3, todél kairioji puseé jgis reiksmes 4, 5,8, 2,9, 7.
Nei viena i8 jy néra lygi 0,1 ar —1, vaidinasi lygtis sprendiniy neturi. A

Skaidymasis
Vel pradziai pateiksime pora paprasty pavyzdziy.
Pavyzdys. Raskite visus sveikuosius lygties xy = x + y sprendinius.

Sprendimas. Vienas i$ butiny jgudziy norint sékmingai taikyti skaidymosi idéjas yra
skaidymas dauginamaisiais. Pazvelkime j du skirtingus Sios jau matytos lygties per-
tvarkymus: (x —1)(y —1) = 1ir z(y — 1) = y. Pirmuoju atveju lygtis i$ karto iSspresta
- jei dviejuy sveikyjy skaiciy sandauga lygi 1, tai jie arba abu lygus 1, arba —1. Antrasis
iSskaidymas yra iS pirmo zvilgsnio prastesnis, bet jdomesnis: kadangi y — 1 ir y yra
tarpusavyje pirminiai, tai bet koks y — 1 daliklis dalins kaire lygybés puse, bet nedalins
desinés. Vadinasi y — 1 negali turéti jokiy dalikliy, todél yra lygus 1 arba —1. Gauname
sprendinius (0,0) ir (2,2). A

Pavyzdys. Raskite visus sveikuosius lygties 2% = 2™ + 1 sprendinius.

Sprendimas. Pastebékime, kad jei (z,n) yra sprendinys, tai ir (—x,n) bus sprendinys,
tad ieskokime tik teigiamy x.

Isskaidykime dauginamaisiais: (x —1)(x+ 1) = 2™. Desinioji pusé yra dvejeto laips-
nis, todél kairiosios pusés abu dauginamieji taip pat turi buti dvejeto laipsniai. Taciau
vienintéliai dvejeto laipsniai, tarp kuriy skirtumas yra du (o butent toks skirtumas yra
tarp daugikliy), yra 2 ir 4, vadinasi © = 3, n = 3.

Alternatyviai galima samprotauti taip: kadangi didziausias  — 1 ir 4+ 1 bendras
daliklis yra nedidesnis uz 2, tai vienas i§ dauginamuyjy dalinsis daugiausia tik i§ 2!,
vadinasi, bus lygus 2 arba 1, vadinasi z lygus 0,1,2 arba 3. IS jy tinka tikk x =3. A

Kaip jau buvo matyti praeitos dalies pavyzdyje is MEMO 2009 olimpiados, ne vi-
suomet i$ karto pavyksta isskaidyti lygti dauginamaisiais - kartais pirmiausia reikia
gauti papildomos informacijos apie ieSkomus sprendinius. Taip pat ne visuomet aisku,
ka daryti iSskaidzius. Bendros strategijos grei¢iausiai néra, bet visuomet verta atkreipti
démesj j dauginamujy bendrus daliklius. Daznai pastebéjus, kad jie ju neturi (arba jie
labai riboti) galima pasistumeéti j priekj.

Pavyzdys. [IMO 2006] Raskite lygties 1+ 2% + 222+1 = o2 sveikuosius sprendinius.

Pirmiausia pastebékime, kad = negali buti mazesnis uz —1, nes tuomet kairé pusé
nebus sveikasis skaicius. Patikrine x reikSmes nuo —1 iki 2 randame vienintelj sprendinj
(0,£2), tad tarkime, kad > 3 ir y > 0 (i$ sprendinio (z,y) gausime ir sprendinj

(z, =)
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Isskaidykime dauginamaisiais:
272" 4 1) = (y - )y + 1).

Kadangi dbd(y — 1,y + 1) < 2, o sandauga (y — 1)(y + 1) dalijasi i$ 2%, tai bent
vienas i§ dauginamyjy dalinisis i§ 2*~!. Atkreipkite démesj, kad y & 1 negali buiti daug
karty didesnis uz 271, nes tuomet desinéje pusé bus didesné uz kairiaja. Lieka viska
tvarkingai pabaigti. Nagrinékime du atvejus:

2771y — 1 - pazyméje y — 1 = a2%~! ir jstate j lygtj gausime 2% + 222! = 27 1(g2%~1 4 2)
arba 1482772 = 22772 4 . Aigku, kad a < 3, bet a = 1 ir a = 2 netinka.

2771y + 1 - pazyméje y +1 = a2~ ! ir jstate j lygti gausime 1+ 82772 = ¢227~2 — q. Aigku,
kad a < 4, patikring mazesnes reikSmes randame, kad tinka a = 3, tuomet = = 4
iry = 23.

Vadinasi, visi lygties sprendiniai yra (0, £2) ir (4, £23).
Pavyzdys. [BMO 2009] Raskite lygties 3% —5Y = 22 sveikuosius teigiamus sprendinius.

Sprendimas. Spreskime lygti moduliu 4. Kairé pusé lygsta (—1)* — 1, o desiné 0 arba
1. Norint, kad jos biity lygios x turi buti lyginis. Pazyméje x = 2a gausime

—5Y = (2 — 39) (2 + 39).

Kadangi dbd(z — 3%,z + 3%)|2 - 3%, tai vienas i$ dauginamyju nesidalins i$ 5, vadinasi,
bus lygus +1. Taciau z+3% > 3, todél lieka vienintelis variantas z —3% = —1 - gauname
lygti

5Y =2.3% - 1.

Pastebékime, kad a = 1,y = 1 yra sprendinys. Jei a > 1, tai spresdami moduliu 9
gausime 5Y = —1, todél y dalijasi is 3. Tacdiau tuomet 5Y + 1 dalinsis is 7, o 2 - 3¢
nesidalins. Radome, kad lygtis turi vienintelj sprendinj (2, 1, 2). A

Retais atvejais pavyksta panaudoti elegantiskas idéjas apie kai kuriy reiskiniy pir-
minius daliklius. Pavyzdziui, i§ kvadratiniy liekany skyrelio Zinome, kad 22 + a negali
turéti pirminio daliklio, su kuriuo (_7“) = —1, taip pat kaip ir dviejy kvadraty suma

negali dalintis i pirminio skaiéiaus, lygstanéio 3 moduliu 4, nelyginio laipsnio.

Pavyzdys. [IMO Longlist 1984] Jrodykite, kad lygtis 4mn—m —n = x% neturi sveikyjy
sprendiniy.

Sprendimas. I$skaidykime dauginamaisiais:
(4m —1)(4n — 1) = 42> + 1.
Kairéje puséje esantys dauginamieji lygsta 3 moduliu 4, vadinasi dalijasi bent iS vieno

pirminio p, kuris irgi lygsta 3 moduliu 4. Taciau desiné pusé tokio pirminio daliklio

turéti negali, nes tuomet (2z)? = —1 (mod p), ko negali biiti, nes —1 yra kvadratiné

liekana tik moduliu pirminiy, kurie lygsta 1 moduliu 4. A
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Uzdaviniai
1. Raskite lygties 22 = 200 + 9y sveikuosius sprendinius.
2. Raskite lygties 22 = 100 + y? sveikuosius sprendinius.
3. Raskite lygties 22 + y? = 4z + 3 sveikuosius sprendinius.
4. Raskite lygties 22 + 22 = 4y + 2 sveikuosius sprendinius.
5. Raskite lygties 2 + y? = 2x + 3y + 4 sveikuosius sprendinius.
6. [LitMo 1987] Nurodykite naturaliujy skaiciy, didesniu uz 100, trejeta (z,vy, 2),
tenkinantj lygybe 22 + y22 — xy — 22 = 1987.
7. Raskite lygties 2 = 3Y 4 1 sveikuosius sprendinius.
8. Raskite lygties 2* = 3Y — 1 sveikuosius sprendinius.
9. [LitMo 1988] Isspreskite natiiraliaisiais skaiciais lygti 22 + (z + y)? = (x + 9)2.
10. [LitMo 1989] Isspreskite lygti #2Y = 2° — 1 natiiraliaisiais skai¢iais.
11.  [LitMo 1989] Isspreskite sveikaisiais skai¢iais lygti 222y + y* — 622 — 12 = 0.
12.  [LitMo 1989] Isspreskite natiiraliaisiais skaiciais lygti 1322 + 17y? = 19892,
13.  [IMO Longlist 1972] Raskite visus sveikuosius lygties 1+ x + 22 + 23 + 2% = ¢4
sprendinius.
14. [IMO Longlist 1977] Raskite visus sveikuosius lygties 7a + 14b = 5a® + 5ab + 5b°
sprendinius.
15.  [LitMo 1986] Isspreskite lygti ¥ = y*~¥ naturaliaisiais skaiciais.
16. [LitMo 1987] Isspreskite lygti 6!z! = y! naturaliaisiais skaiciais.
17.  [LitKo 2007] Raskite visus sveikuju skaiciu z,y, z ir t ketvertus (x,y, z,t) tenki-
nancius lygti 22 + 32 + 22 + 2 =3(x +y + 2 + 1).
18. Raskite visus natiiraliuosius lygties 23 — 4> = 2y + 61 sprendinius.
19. [JBMO 2009] Raskite lygties 2¢3° + 9 = ¢? natfiraliuosius sprendinius.
20. Raskite lygties 3% — 2¥ = 1 naturaliuosius sprendinius.
21. Raskite lygties 22 + 3 = 12y3 — 16y + 1 sveikuosius sprendinius.
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2 SKYRIUS
ALGEBRA

2.1 Nelygybeés

Siame skyrelyje daugiausia to, ka veiksime su nelygybémis, sudarys bandymai jas jro-
dyti. Nelygybiy jrodinéjimas bus pagrindiné veikla, o jy jrodymas bus aukséiausia
siekiamybé ir didziausia vertybé. Skaitytojui, susipazinusiam tik su mokykliniu nelygy-
biy kursu, tai gali atrodyti ne tik naujai, bet keistai ar baisiai. Nuo ko pradéti, norint
irodyti? Nelygybiy jirodinéjimo filosofija remiasi vos keliais paprastais principais.

Bandydami jrodyti, naudosimés nelygybémis-teoremomis, su kuriomis susipazinsime
Siame skyriuje ir Zinosime, kad jos tikrai tikrai galioja. Sios teoremos - tarsi laiptai,
kuriais lipame i$ kairés nelygybés pusés i desine. Jei turime jrodyti A > B, o pagal
teoremg T, turime A > B, tai mes jrodéme nelygybe ,vienu Suoliu”, kas nebuvo labai
idomu. Tik nuo sprendéjo priklauso, kiek ir kokiy ,,Suoliy” reikés atlikti norint pasiekti
rezultata. Kadangi dazniausiai tenka lipti daugiau nei vienu laipteliu, reikéty suzinoti,
kaip tai daroma.

Tarkime, norime jrodyti A > C. Tegu, remiantis teorema X, tikrai tikrai galioja
A > B. Jei pasistenge gausime, kad, anot teoremos Y, B > C, tai tada A > C, ka
ir reikéjo jrodyti. Bet jeigu netycia pagal teorema Z tikrai galioja B < C, tai reiks
ne tai, kad jrodoma nelygybé yra neteisinga, bet kad teoremos X ,laiptelis” buvo per
ystatus”. Pagalvokite: jei iS tasko A stipriai nusileidziate j taska B, bet pamatote,
kad C - auksCiau uz B, niekaip negalésite pasakyti kuris i A ir C' yra auksciau, nes
nelygybeés gali nurodyti tik, ar kazkas yra daugiau/maziau uz kazka, bet ne kiek stipriai.
Kitaip tariant, zinome tik tiek, kad jei mes tik leidomés, tai esame zemiau, o jeigu tik
kilome - tai auksciau, na o jeigu kaip liftu vazinéjomes tai aukstyn tai zemyn, tai jau
niekas nebesupaisys, kokiame aukstyje esame. Tai yra pagrindinis nelygybiy jrodinéjimo
principas, tac¢iau yra kelios placiai naudojamos jo formos.

Nelygybe visada galime ekvivalenéiai pertvarkyti (ekvivalenciai reiskia, kad jei at-
likome tam tikrus pertvarkymus ir i$ nelygybés X gavome nelygybe Y, tai atlikdami
logiskus atvirkséius pertvarkymus, is Y galime vél gauti X) ir tada naudoti/jrodinéti
pertvarkytaja. Tie pertvarkymai gali buti labai jvairus: prie abiejy nelygybés pusiy
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galime pridéti po konstanta, padauginti i$ jos, pakelti laipsniu, logaritmuoti ir antiloga-
ritmuoti. Visada reikia buti atsargiems: kai kada ne visi Sie veiksmai yra galimi. Taip
pat prisiminkite, kad nelygybe dauginant i$ neigiamos konstantos ar keliant neigiamu
laipsniu, nelygybés zenklas apsivercia, t.y.: i§ > virsta ] <, 0 i§ > | < ir atvirksciai.

Dvi teisingas nelygybes galime visada sudéti, o jei jos abi teigiamos, ir sudauginti.
Taigi, jei turime A > C ir B > D, tai jrodéeme A+ B > C+ D, o0 jei A, B, C ir D
teigiami, taiir A- B > C- D. Pastebékime, kad nei dalinti, nei atimti nelygybiy vienos
i$ kitos negalime. Netikintiems: imkime dvi teisingas nelygybes 8 > 4 ir 8 > 3. Nei
atéme, nei padaline teisingos nelygybés negausime.

Lygybés atvejis yra viena subtiliausiy negriezty nelygybiy daliy. Naudojant teo-
remas privalu stebéti, ar vis dar jmanoma pasiekti lygybe. Jei pasidaro nejmanoma,
tai uzdavinio iSspresti greic¢iausiai nepavyks. Kaip suzinoti lygybés atveji? Dazniausiai
reikia tiesiog atspéti, kas neretai yra gana paprasta. Atsizvelgimas j lygybés atvejj leis
sutaupyti laiko ir aklai nenaudoti zuciai pasmerkty strategijy. Lygybés atvejis naudo-
jamas dar ir ekstremumy ieskojimui.

Ekstremumas - maziausia arba didziausia funkcijos reikSmé duotame intervale. Pro-
fesionalai ekstremumy ieskojimui naudoja iSvestines ir Lagranzo daugiklius. Skaitytojus
raginame susipazinti su Sia jstabios galios technika, jei to padaryti dar nespéjote. Siame
skyriuje ekstremumy ieskojimui naudosime alternatyvy buda - nelygybes. Ne paslap-
tis, kad remiantis klasikinémis nelygybémis, cikliniy ar simetriniy reiskiniy nuo keliy
kintamyjy ekstemumy ieskojimas yra daug paprastesnis ir, daznai, greitesnis. Reis-
kinio minimumo ar maksimumo ieskojimas nelygybémis remiasi dviem elementariais
zingsniais:

1. Randame reiskinio maksimalia ar minimalia riba, tai yra, uz ka jis yra tikrai
ne didesnis ar ne mazesnis. Pavyzdziui, jei gautume, kad funkcija F' > C, kur
C - kokia tai konstanta, tai su jokiais funkcijos parametrais negalime gauti F
reiksmés, mazesnés uz C. Gali pasirodyti, kad tai reiksty, jog C' yra vienas
funkcijos ekstremumy - minimumas, bet taip nebutinai yra, todél privaloma zengti
antrajj zingsnj.

2. Rade galima reikSme, privalu patikrinti, ar ji pasiekiama. Ji bus jgyjama lygybés
atveju, taigi, iS pritaikyty nelygybiy lygybés atvejy turime atsekti, kokios turi
buti kintamuyjy reikSmeés.

Jei antrojo zingsnio ispildyti nepavyksta, tai reiskia, kad pirmasis zingsnis atliktas
neteisingai. Dazniausia klaida - panaudoty nelygybiy lygybés atvejy praradimas, kai Sie
neegzistuoja arba netenkina reiskinio apibrézimo srities. Na, o jeigu pavyko atlikti abu
veiksmus, jus sékmingai radote funkcijos ekstremuma. Tokios uzduoties atsakymas for-
muluojamas jvardijant ne tik rasta reikSme, bet ir parametry, su kuriais tai pasiekiama,
reiksmes.

Nelygybés yra itin plati ir labai jvairi matematikos Saka. Siame skyriuje supazindin-
sime su pagrindinémis sprendimo technikomis, triukais. Nejmanoma mintinai iSmokti
visy nelygybiy, taciau galima iSmokti suprasti pagrindines tendencijas ir grei¢iau su-
rasti idéja, padésiancia atlikti uzduotj. Idéjoms jgyvendinti reikalingi jrankiai. Jais ir
taps jvairios nelygybés-teoremos, metodai, pavyzdziy, uzdaviniy rezultatai. Tai padés
iSspresti didziaja dalj uzdaviniy, kurie pasirodys ne tik skyreliuose ,,Uzdaviniai”, bet ir
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olimpiadose. Nesitikime, kad skaitytojas pajégs pats iSspresti visus pateiktus uzdavi-
nius, juk kai kurie ju - tikri algebros briliantai, taciau pastangos nenueis perniek. Bikite
drasus!
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2.1.1 Pirmieji zingsniai

Beveik visos klasikinés nelygybés remiasi faktu, kad realaus skaiciaus kvadratas yra ne-
mazesnis uz nulj. Taciau suvesti bet kokia nelygybe i kvadraty, padauginty is teigiamy
skaiciy, suma dazniausiai buna mazy maziausiai slykstu. Todél gausybé talentingy pa-
saulio matematiky per amzius sunkiai dirbo, kurdami vis jspudingesnius ir galingesnius
jirankius, kuriems pakliista net pacios sudétingiausios problemos. Siy jrankiy veikimo
principai reikalauja démesio, o jy supratimas leis juos naudoti itin efektyviai ir suma-
niai. Siame skyrelyje ir pradésime nuo pac¢iy pamaty: nagrinésime, kg galime pasiekti
i$ tokio nekaltai atrodancio fakto kaip:

Teorema. Jei x € R, tai 2 > 0. Lygybé galios tada ir tik tada, kai x = 0.

Kai kurios teoremos bus jrodytos, bet tik ne $i. Zinoma, tai labai svarbi nelygybé
ir sunku jsivaizduoti nelygybe, kuri ja nesiremty, bet jrodymas yra toks paprastas, kad
zymiai daugiau prasmeés yra Svaistyti popieriy ir laika Snekant apie jos akivaizduma
negu is tikryjy ja jrodyti. Irodymas remiasi tokiais gerai zinomais teiginiais kaip ,,Mano
draugo draugas yra mano draugas” ir ,,Mano prieso priesas yra mano draugas”. Pravartu
zinoti, kad ,Mano daugo prieSas yra mano priesas” ir ,Mano prieso draugas yra mano
priesas”, nors paskutinieji du nelygybés jrodyti ir nepadeda.

Kadangi pavyzdziai kalba geriau uz bet kokig nelygybiy sprendimo ir jrodymo teo-
rija, tai ir judékime prie jy.

Pavyzdziai
Pavyzdys 1. Jei 0 < a,b € R, tai:

a+b>2Vab.

Lygybé galios tada ir tik tada, kai a = b.

Irodymas. Pertvarkykime nelygybe i (matematiky kalba Snekant, nelygybé yra ekviva-
lenti) (v/a—+v/b)? > 0. I§ akivaizdzios ankstesnés teoremos seka, kad gauta nelygybeé yra
teisinga. Stai kaip ,vienu Suoliu” iSsprendéme pirmajj nelygybiy skyriaus uzdavinj. [

Dauguma sio skyrelio uzdaviniy, kaip ir pirmasis, bus paremti reiskiniy pertvarky-
mais | kvadraty suma. Be to, nepamirsime naudotis gautais uzdaviniy ir pavyzdziy
rezultatais, kurie zymiai supaprastins sprendimus.

Pavyzdys 2. Raskite S = 2a® + 9¢? + 5b + 2ab — 8bc — 8ac — 2a + 4c¢ + 2 minimumg,
kai a,b,c € R.

Sprendimas. Pertvarkome reiskini: S = (a+b—2c)2+ (2c—a+1)2+(2b—c)? +1>
1. Spéjamas minimumas yra 1, belieka patikrinti, ar jis pasiekiamas. Tai atliekame
spresdami lygciy sistema:

a+b—2c=0; a= —3;
2c—a+1=0; =¢ b=-1;
2b —c=0. c=—2.
Vadinasi, minimali S reikSmé lygi 1, ir ji gaunama, kai a = =3, b= —1, ¢ = —2. A
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Pastaba. Galima ir kitaip sugrupuoti duoto reskinio narius, taciau tuomet gauta lygéiuy
sistema neturés visy reikiamy sprendiniy, arba Sie bus netinkami.
Pavyzdys 3. [rodykite, kad su teigiamais realiaisiais skaiciais x ir y galioja nelygybé
1 1 4
4>

x oy x4y

Jrodymas. Padauginame nelygybe i8 zy(x +y). Gausime nelygybe xy + y? + 22 + 2y >
4zy, kuri yra ekvivalenti (z — y)? > 0, kas yra akivaizdu. O

Pastaba. Beveik visos miniatitrinés dviejy kintamuyjuy nelygybés gali buti lengvai ,,nu-
lauztos” naudojant ,brutalios jégos” taktika, ka mes ir padaréme paskutiniame nag-
rinétame pavyzdyje. Zinoma, tokia taktika gali ,nulauzti” ir daug masyvesnes keliy
kintamuyjy nelygybes, taciau taip spresti néra taip malonu ir greita, kaip ieskant teisin-
go kokios nors teoremos pritaikymo budo. Tai pamatysime kitame pavyzdyje:
Pavyzdys 4. Tegu a,b,c bus teigiami realieji skaiciai. [rodykite, kad

ab ac bc

—+—+—=a+b+c

c b a

Irodymas. Pagal nelygybe a + b > 2v/ab, gauname

b
WL 94,
c b
Taip pat
b b
ab  oc > 2b,
c a
ir
ac  be
—+ — > 2c.
b a
Sudéje sias nelygybes gausime norimg rezultata. O

Daznai tenka jrodinéti griozdiskas nelygybes, kur daugybe karty tenka perrasinéti
ilgus ir vienus j kitus panasius reiskinius. Matematikai, budami nepataisomi tinginiai
yra sugalvoje keleta Zyméjimy, kurie sumazina sugadinamo popieriaus kiekj ir padeda
sistemingai pateikti reikiama informacijg. Susipazinkime su ciklinémis ir simetrinémis
sumomis bei sandaugomis:

Apibrézimas. Tegu Ay = {a, a2, ..., a,}. Tuomet

Z f(AD) - f(alv az, ..., an) + f(CLQ,CLg, ceey Qp, a1)+

cyc
+ flas,aq,...,an,a1,a2) + ... + f(ap, a1, ...,an—1).

Taigi, cikliné suma - tai suma, kur sumuojamos funkcijos argumentai yra perstu-
miami per vieng pozicija n karty. Pavyzdziui:

2 2 2 2
a“+a a“4+a b°+b c+c
> + - :

v b b c a ’
0-a+ b bt ct d* at
> = + + - :

3 —d 3—d d3—a a3-b b —c

cyc
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2.1. Nelygybés Algebra

Apibrézimas.
> f(Ao) = f(A) + f(A2) + ... + f(An).

sym

Cia A; - visos aibés Ag nariy perstatos. Kadangi perstaty yra n!, tai tiek démeny ir
gausime.

Kitaip sakant, simetriné suma - tai funkcijy suma, kur funkcijy argumentai yra visos
ju perstatos. Pavyzdziui:

2 2 2 2 2 2 2
Z(Z _ a . 3& C . 3C a C C a'

C C C a a b3 bS
sym

Analogiskai apibréziamos ir sandaugos

[/ (40) bei [T f(40).

cyc sym

Pavyzdys 5 (L.M.). Tegu a,b,c bus tokie realieji skaiciai, kad abc = 1/2. [rodykite,

kad
1

Zm<a+b+c.

cyc
Jrodymas. Pagal nelygybe a? + b? > 2ab gauname (a? + b%)~! < (2ab)~!. Taigi
1 c a+b+c
— g = = b .
Z a? + b? Z 2abc 2abc atbte

cyc cyc

O]

Pavyzdys 6. Tegu a,b,c - tokie teigiami skaiciai, kad a® + b> + ¢* = 3. [rodykite
nelygybe a®(b+c) + b3(a+ ¢) + c*(a +b) < 6.

Jrodymas. Kadangi a? + b? + ¢ = 3, duotoji nelygybeé ekvivalenti

2
adb+c)+ba+c)+Aa+b) < (a4 +32)?

3
& 22@4 —|—4Za2b2 > 32@()(&2 +b?)
cyc cyc cyc

& Za4 + b* + 4a%v? — 3ab(a® +b?) > 0

cyc
& Z a* — 4a3b + 6a*b* — 4ab® + b + ab(a® + b*) — 2ab - ab > 0

cyc
&Y (a- b)* + > ab(a—b)* >0,

cyc cyc

kas yra akivaizdu. O
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2.1. Nelygybés Algebra

Uzdaviniai
1. Irodykite, kad jei ,y yra teigiami realieji skaiciai, tai galioja 3 +y® > zy(z+y). S
2. Irodykite, kad visiems realiesiems a, b, ¢ galioja nelygybé a2 +b%+c? > ab+ac+bc.
3. Irodykite, kad visiems realiesiems a, b, ¢, d galioja nelygybé a® + b + c® + d? >

ab + ac + ad. Kada galios lygybé?

4. Trodykite, kad visiems realiesiems teigiamiems a, b, ¢ galioja nelygybé a3 + b3 +
e > 3abe.

2

5. Duoti realieji a,b,x,y, kur x,y > 0. Irodykite, kad galioja % + % > (Z;;by) .

Kada galios lygybé? Kaip galétume praplésti (apibendrinti) Sia nelygybe?

6. Irodykite, kad visiems teigiamiems realiesiems x,y galioja nelygybé % + 1>

Yy
2
2/ 2.

7. Duoti tokie teigiami realieji a, b, c, kad ab + bc + ac = 1. Jrodykite, kad 10a? +
106% 4 ¢ > 4.

8. Tegu a,b,c - teigiami realieji skaiciai, tokie, kad a® + b? + ¢> = 1. Raskite

minimuma
252 1202 (242

Szcz+a2+b2'

9. Raskite minimalig reiskinio Q = 5a® + 6b® + 5¢? + 2ac — 4a + 4c reiksme, kai
a, b, c - realieji skaiciai.
10. Irodykite, kad jei x ir y yra realieji i$ intervalo (0, 1), tai galioja nelygybe
1 n 1 S 2
1—22 1—927 1—ay

11. Tegu a, b, ¢ - tokie teigiami realieji, kurie tenkina %—i— % —{—% > a+b+c. Trodykite,
kad a + b+ ¢ > 3abc.

12.  [LitKo 2006 (sqlyga mazuméle modifikuota)] Tegu
E =5(z?+9* +2%) + 6(xy + yz + z2) — 4(13x + 15y + 162) + .

Raskite minimalia E reiksme, kai «,y, z yra realieji skai¢iai, o ¥ - jusy mégsta-
miausias realusis skaicius.

13. [LitMo 1987] Irodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, ¢ galioja

a’ b3 3 a+b+c
2 5t 73 5t 3 5 2 :
a*+ab+b b* 4+ bc+ ¢ cc+ac+a 3

14.  [USAMO 1998] Irodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, ¢ galioja

1 1 1 1
< —.
a3+b3+abc+b3+c3+abc+c3+a3+abc abc
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2.1. Nelygybés Algebra

15.  [IMO 1996 Shortlist] Tegu a, b, ¢ bus tokie teigiami realieji, kad abc = 1. [rody- S
kite, kad
ab bc ca

<1
a5+b5+ab+b5+c5+bc+c5+a5+ca

16. [IMO 2005] Duota, kad a, b, ¢ - realieji, tokie, kad abc > 1. Irodykite, kad galioja S

nelygybé
a® —a? n b — b2 n - >0
A+ + P+a?+ S+a?+b? T
17.  [Vascile Cartoaje] Irodykite, kad realiesiems a, b, ¢ galioja S

(a® + 0>+ c*)? = 3(a’b + b + Pa).
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2.1. Nelygybés Algebra

2.1.2 Vidurkiy nelygybés

Apibrézimas. Duoti teigiami realieji x1, xo, ..., x,. Laipsnio r vidurkis yra zymimas
M, (x) ir apibréziamas

x7{+x§+...+xfl)1/’”
n

M) = (

o Mi(z1,x2,...,z,) yra zymimas A(zx1, xa, ..., x,) ir vadinamas aritmetiniu vidurkiu.
o Ms(z1,x9,...,2,) yra zymimas S(xy, xa, ..., x,) ir vadinamas kvadratiniu vidurkiu.

o M_i(z1,29,...,x,) yra Zymimas H(z1,x2, ..., Z,) ir vadinamas harmoniniu vidur-
kiu.

o Nors is pateiktos israiskos sunku apibrézti My, yra zinoma, kad kai r — 0, tai
M, (x) — G(x1,22, ..., Tpn) = (xlxg...mn)l/", kas yra vadinama geometriniu vidur-
kiu.

Teorema (Bendroji vidurkiy nelygybé). Jei x = (x1,x2, ..., 2,) yra realiyjy teigiamy
skaiciy aibé, tai sur > s galios nelygybé Mq(x) > M, (x). Lygybé bus pasickiama tada
ir tik tada, kai x1 = 9 = ... = T,

Nelygybé yra jrodoma su Hélder’io nelygybe, su kuria skaitytoja supazindinsime

gerokai véliau.
Dazniausiai naudojamos vidurkiy nelygybés yra atskiri bendrosios teoremos atvejai.

Teorema (AM-GM nelygybé). Jei x1, 22, ..., Ty yra teigiami sveikieji, tai galioja

r1+x2+ ...+ Tn
= Yr110...20.

n
Jrodymas. Yra beveik 40 §ios nelygybés jrodymo budy. Cia pateiksime vieno didziausio
visy laiky matematikos koriféjaus prancuzo Augustin-Louis Cauchy jrodyma.
Kain =1ir n = 2, nelygybé teisinga. Irodysime, kad jei nelygybé teisinga su n, tai
ji teisinga su 2n:

r1+x2+ ...+ T2, 1 <$1 + 29+ ... +Tp n Tp+1l + Tpyo + ... +:L‘2n)
2n 2 n n
1
P B ({/T1Z2. Ty + Y/ Tr1Tni2.--Ton)
1
> § <2/ Yr122... T2

= rix9...79,
Taigi, nelygybe yra teisinga, kai n - dvejeto laipsnis. Jei n néra dvejeto laipsnis, tai
butinai rasime tokj m > n, kuris yra dvejeto laipsnis. Tegu tada « - ty n skaiciy
aritmetinis vidurkis. Tuomet
x|+ X2+ ...+ Xy

(8% =
n
T H Tt o, (m—n)a
N m
> Vxl STy e Ty - amN)
= o= Yai-as- ... ap.
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2.1. Nelygybés Algebra

Tai uzbaigia jrodyma. Taigi, nelygybé yra teisinga visiems n, o lygybés atvejis galios
tada ir tik tada, kai 1 = x5 = ... = z,,. O

Pastaba. Kitos placiai naudojamos Sios nelygybés formos:

e 1+ To+ ... +Tp = NYT1X9...Tn;

T1+To+...+Tn )"

® T1X92...Tp < ( n

Teorema (SM-AM nelygybé). Jei x1, o, ..., x, yra teigiami realiefi, tai galioja

\/x%—i—x%—i—...—i—x% - 1+ X9+ ...+
n - n '

Lygybé galios tada ir tik tada, kai x1 = x20 = ... = xp.

Irodymas. Kaip lema naudosime ankstesnio skyrelio penkto uzdavinio rezultata.
Lema. Jei x1,xa, ..., Ty it Y1, Y2, ..., Yn - teigiami realieji, tai galioja nelygybé

2 2 2 2
ﬁ—i—ﬁ—i—...—i—x—" > (r1+ 22+ ... + ) .
Yo Y2 Yn yity2+ ...+ uyn
Jei taikysime lema su y; = y2 = ... = yn, = n, tai ir gausime norima nelygybe.
Lygybés atvejis bus tada ir tik tada, kai 1 = x2 = ... = x,,. O

IS Siy dviejy teoremy seka trecioji.

Teorema (SM-GM nelygybeé). Jei z1, 2, ..., T, yra teigiami realiefi, tai galioja

i+ a4+ .. +a?
" > Yr1x9...00.

Lygybé galios tada ir tik tada, kai x1 = x0 = ... = xp.

Daznai naujai iSvesty nelygybiy teisinguma reikia tikrinti, juk nenorime bandyti
irodyti neteisingy. Yra zinoma Muirhead’o nelygybé, apibendrinanti AM-GM nelygybe,
kuri yra dazniausiai taikoma i§ vidurkiy nelygybiy. Siai naujajai nelygybei jvesime
keleta apibrézimy ir Zyméjimuy.

Apibrézimas. Zymésime

Tlay,ag,...,an] = Z f(w1, 22, .05 20),

sym

kai f(x1, 29, ..., Tp) = 27 - 25 - .- 2% 0 ay, a9, ..., ap it 1, T, ..., Ty - teigiami realieji
skaiciai.

Apibrézimas. Seka A = {ay,aq, ..., ay } mazoruoja (angl. majorize) seka B = {b1,bo, ..., b, }
(zymésime A = B), jeigu tenkinamos trys salygos:

e a1t+as+tas+.. +a,=b1+by+bs+ ...+ by;

carz2a=2a3= .20, 20irby 2b2>203>... 20, 2> 0;
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2.1. Nelygybés Algebra

e a1 +as+..4+a; =b;+by+ ...+ b;, su visais 0 < 7 < n.
Jau galime formuluoti teorema:

Teorema (Muirhead). Jei A = {a1,as,...,a,} ir B = {b1, b, ...,b,} yra teigiamy rea-
liyjy skaiciy sekos, ir A = B, tai galioja nelygybé

T[A] > T[B].
Lygybé galios tada, kai sekos A ir B yra identiskos.

Pastaba. Nors Muirhead’o nelygybé turi normaly teoremos statusa, ji néra pripazjs-
tama kaip dalis oficialaus olimpiados uzdavinio sprendimo. Ji dazniausiai naudojama
nustatyti, ar naujai gautg nelygybe galime jrodyti tinkamai pritaike AM-GM nelygybe.
Pats AM-GM nelygybés taikymas yra grynai techniné problema, kuri atskirais atvejais
yra lengvai iSsprendziama.
Iliustruokime naujas zinias keliais pavyzdziais.

Pavyzdys. Tarkime, sprendéme sprendéme kokj labai jdomy uzdavinj ir gavome, kad
lieka jrodyti

a%v?c + aPb + v8c%a + v9a’c + Sa’b + Svra >
bt +aPct + bt 4 vPat + Pat + Pt

Vienintelé mintis, kuri Ssauna j galva, pamacius tokia nelygybe yra: ,Blogai” Paste-
békime, kad kairé nelygybés pusé yra, taip sakant, T[6,2,1], o desiné - T[4, 5,0]. Sios
dvi laipsniy sekos nemazoruoja. Vadinasi, Muirhead’o nelygybés taikyti negalima. Tai
reiks, kad AM-GM nelygybé yra per silpna, o tai byloja, kad problema yra pakanka-
mai sudétinga, jei Si nelygybé yra apskritai teisinga. Jei gautume, kad su kuriuo nors
kintamuyjy rinkiniu nelygybé yra neteisinga, teks sugrjzti prie pradinés nelygybeés.

Pavyzdys. Jei turétume panasia i anktesnio pavyzdzio, bet vos kitokia nelygybe

a®v%c + a8 + b5ca + b8a’c + Ba’b + Svra >
a’b3c+ a®3b + bPcPa + bPade + Cab + Sbia,

tai matytume, kad kairés pusés seka T'[6,2, 1] mazoruoja desinés T'[5, 3, 1] pusés seka
ir nelygybé yra teisinga. Pilnam jrodymui truksta tik tinkamos AM-GM nelygybés
formos. Stai kaip galime ja konstruoti: matome, kad desinéje mazZiausias laipsnis yra
1, kaip ir kairéje. Taigi, norédami gauti narj, pavyzdziui, b°a3c, i$ kairés puseés galime
naudoti tik narius a®b?c ir b%a?c, nes visi kiti prie ¢ duos laipsnj, didesnj uz 1. Tebiinie
prie Siy daliy esantys koeficientai atitinkamai k ir . Pagal AM-GM:

kaSb?c + 169a%c = (k + 1) "V aOk+20p01+2k ket
Tuomet, kadangi turime gauti narj b®a3c, spresime lygéiy sistema:

{ Ok +20=3(k+1) _, _ o

6l + 2k =5(k +1)
Ir tikrai, kai [ = 1, o k = 3, pagal AM-GM bus:
a®v?c 4 30%a2c > 4vVb20q12c4 = 4b°a3c.
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Pritaike nelygybe simetrinéms sumoms ir gausime tai, ka reikéjo jrodyti:

4 Z av?c = Z av?c + 3b%a%c > 4 Z baie.

sym sym sym

Kai kurie skyrelyje pateikti uzdaviniai yra tiesioginés Muirhead’o nelygybés iSvados.
Tikimeés, kad skaitytojui bus drasiau juos spresti zinant, kad nelygybés tikrai galioja.

Vidurkiy nelygybés yra neatsiejamos nuo homogeniskumo savokos, tad pats laikas
su ja susipazinti. Kad geriau suvoktume, kaip atpazinti homogeniska nelygybe, susipa-
zinsime su funkcijos laipsnio savoka.

Tegu f(ai,as9,as,...,a,) bus tiesiog funkcija nuo kintamujuy ay, as, as, ..., an.

Jei turima funkcija yra vienanaris, t.y.: f(a1,a2,as,....a,) = aia5?a5®...al", tai
vienanario laipsnis bus deg f(a1,az,as,...,an) = a1 + az + az + ... + .

. . . . . . 4 7
Pavyzdys. 3-io laipsnio vienanariai yra o, bc, VR L

Sudédami ar atimdami vienanarius, gausime vis naujas funkcijas, kuriy laipsnius
galésime nustatyti pasinaudodami keliomis taisyklémis. Tegu f(A;), g(A;), h(A4;) - funk-
cijos, kur A; - kokia nors realiyjy kintamyjy aibé.

o Jei turime f(A;) # 0 ir f(A1) = g(As2) £ h(A3), o deg g(A2) = deg h(As2), tai
deg f(A1) = deg g(A2) = deg h(As).

o Jei f(A1) = g(A2) - h(A3), tai deg f(A1) = deg g(A2) + deg h(As).

Pavyzdys. Tokias taisykles ir jy derinius taikydami galésime skaicivoti kai kuriy funk-

.. . L g8 . . Y22 . . 2 7 _ 11 . - .
cijy laipsnius: 3 laipsnis bus 2, EYra laipsnis bus 5—5 = —15. Démesio! Tokios
.. ) 3 L . )
funkcijos kaip f(a,b) = —— laipsnio skaiciuoti negalime.

Funkcija (nelygybe) galésime vadinti homogenine, jei ja galima pertvarkyti i pavi-
dala h(A) =3 fi(A;) ir visy funkcijy fi(A;) laipsniai lygus.

Homogeniskumo oficialus apibrézimas:

Apibrézimas. Jei h(A)yra funkcija nuo kintamuju aibés A = {ay, as,...,a,}, tai h yra
homogeniné funkcija tada ir tik tada, kai h(taq, tas, tas, ..., ta,) = t"h(a1, az,as, ..., an),
kur t - bet koks teigiamas skaicius.

Jei yra duota nehomogeniné nelygybeé, taciau taip pat yra duota ir papildoma salyga,
daznai naudinga nelygybe pertvarkyti taip, kad ji tapty homogenine, na o tada, nely-
gybé turés buti teisinga net tada, kai kintamieji netenkins duotos papildomos salygos.
Ta jau esame atlike kelis kartus, net ir nezinodami homogeniskumo savokos.

Pazymétina, kad visos vidurkiy nelygybés galioja tik su teigiamais realiaisiais skai-
Ciais, o lygybés atvejis pasiekiamas, kai visi kintamieji lygus. Nors tai néra labai sudétin-
gas dalykas, daznai svarbu atkreipti démesj, kad jis buty iSlaikomas, ypac¢ sprendziant
nehomogenines nelygybes ar ieskant funkcijy ekstremumy.

Nors daugiausiai naudosime AM-GM nelygybe, kartais pravercia ir kitos vidurkiy
nelygybés. Pavyzdziai iliustruos, kad nelygybe galime taikyti tiek pereinant nuo aritme-
tinio vidurkio prie geometrinio, tiek atvirkséiai. Pirmuosiuose nagrinésime, kas vyksta,
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kai apibrézimo sritis yra ribota arba yra konkreti salyga, neleidzianti tiesiogiai taikyti
nelygybés. Toliau pateikiami pavyzdziai atspindi neretai pasitaikanéius atvejus, kada
tiesioginis, ,aklas” AM-GM nelygybés taikymas neduoda jokios naudos, o reikia su-
galvoti kaip pertvarkyti duota nelygybe, ar prisidéti ir atsiimti papildomy reiskiniy,
kad taikoma AM-GM nelygybé padéty pasiekti norima rezultatg. Pateiksime ir keleta
nehomogeniniy nelygybiy, kurioms iSspresti reikés itin daug fantazijos.

Pavyzdziai
Pavyzdys 7. Duotas realus a > 3. Raskite S = a + l minimuma.

Dazna klaida. Pagal AM-GM nelygybe, S =a + % > 2

Paaiskinimas. Jei S minimumas yra 2, tai tada a = 7 =

salygai, kad a > 3

Sprendimo ieskojimas. Pastebime, kad S > a > 3. Spéjame, kad minimumas bus
1

pasiekiamas, kai a = 3. Tuomet é =3=

Sprendimas. S = a—i—é = %—i—%—k%‘l =2 . %—l—% = 1—30. Minimumas bus pasiekiamas,
kai L+ = §g=>a=3. A

a

=2= Min S = 2.

1
a
= 1, kas priestarauja duotai

Q=

Pastaba. Teisingo sprendimo paslaptis Siame uzdavinyje, kaip ir kituose panasiuose sio
skyrelio uzdaviniuose, yra teisingo lygybés atvejo atspéjimas.

Pavyzdys 8 (Macedonia 1999) Realieji teigiami a, b, ¢ tenkina a®>+b*+c? = 1. Raskite
minimumqe T =a+c+ b+ abc

Dazna klaida. Pagal AM-GM nelygybe T' > 4{/a-b-c- ﬁ = 4. = T minimumas yra
4.

Paaiskinimas. Jei T minimumas yra 4, tai tada a = b =c = ﬁ = 1, kas priestarauja
duotai salygai.

Sprendimo ieskojimas. Kadangi T' yra simetriné, minimumas grei¢iausiai bus pasiekia-

mas, kaia:b:c:%.
Sprendimas.
1 8
T = a+b+c+ 9abe + 9abe
> 4y/a-b-c- 9albc + 9§bc (AM-GM nelygybeé)
> \;Lg + 5 (SM-GM nelygybeé)

3
90/@)

= 44/3.

S
+
Sl

JAN

Pavyzdys 9. Duota a,b, c - teigiami realieji skaiciai, tokie, kad a + b+ ¢ < % Raskite

minimumq,
1
S:\/a2+ +\/b2+ +\/c2-|-
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Dazna klaida. Pagal AM-GM nelygybe S > 3{3/\/612 + \/b2 + c% A+

> 32y &) (2 3) (2/@ ) =308 =3/2= Min § =32

Paaiskinimas. Jei S minimumas yra 34/2, tai tada a = b = ¢ = 1= % =1 =1, kas

priestarauja duotai salygai.
Sprendimo ieskojimas. Kadangi S yra cikliné a, b, c israiska, labai tikétina, kad minimu-
mas bus pasiekiamas, kaia = b =c = % Tuomet a? = b? = ¢? = % =_1 Lo =1

Sprendimas. Visur taikome AM-GM nelygybe:
S = Z\/a2++ T /Z - > V1T Y
162 16b2 \ T2 — V1656
1 3V17
>VIT (3] % gb16 =3V17- S
cye 16 16°a C ) 17 (2(1 .9 - 20)5

3V17 N 3V17

= = 2

2 17/ ( 2a4+2b+2¢ 15
3

16a2 — 16b2 ~ 16¢2°

\ﬁ

Minimumas yra 3% pasiekiamas, kai a = b= c = 1/2. A

Pavyzdys 10. Tegu a,b,c - teigiami realieji, tokie, kad a + b + ¢ = 3. Raskite S =
Ja(b+ 2¢) + /blc + 2a) + /c(a + 2b) maksimuma.

Sprendimas. Taikome AM-GM, taciau priesinga puse:

= > {alb+2c) = Z\f v3a(b+2c) -3

cyc cyc

3 (b+2 3 1 b 9
< \[Z a—+ ( —;)— c) + 37@ 6(a + ;—c)—i— 3/3.
cyc

Vadinasi, maksimumas yra 3+/3 ir pasiekiamas, kai a = b =c = 1. A

Pavyzdys 11. [rodykite, kad kai n - naturalusis skaicius didesnis uz 1, galioja

T\/l Vn dl—\/ﬁ<2.
n n

Irodymas. Taikome AM-GM. Akivaizdu, kad lygybés atvejis negalios, tad nelygybé bus

griezta.
. el i+ ) 4] =14+
Y-l -3 4n-1]=1-5&
Sudéje gausime tai, ka reikéjo jrodyti. O
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Pavyzdys 12. [rodykite, kad teigiami realieji a, b, c tenkina nelygybe
ad v
bf2+cf2+$>a+b+c.

Sprendimas. Pagal AM-GM nelygybe:

3 3

a 3/ Q

b—2+b+b > 3 b—Q-b b = 3a,
b3

—Stcte = 3 —-C c = 3b,
C

3 3
%—i—a—i—a > 33%-a-a:30.

Sudéje sias nelygybes gausime tai, ka ir reikéjo jrodyti.

Pavyzdys 13. [rodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, c galioja
@ ¥ P a
» 3

Irodymas. Pagal AM-GM nelygybe:

5 5 5 5 5\ 4 4
a a a a 2 5/ (@ 9 . @
bf3—|—bf3+bf3+b—3+b =5 (b3> ) —5-b—2,
b5 b5 b5 5 b5 4 b4
63+63+3+3+c2>55(63) =5 —;
5 5 5 5 5\ 4 4
c c c c 2 5/(C c
— 4+ =4+ =+ — >5 — 2=5.=.
a3+a3+3+a3+a <a> a 2

Taip pat:

4
%+a2 > 2 0—2 a? = 262,
a a
Sudéje gausime
4 4 4
a b c 9 9 9
b72+672+$>a +b +c°.

Sudéje nelygybes (1) ir (2) gausime tai, ka ir reikéjo jrodyti.
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Pavyzdys 14 (Nesbitt’o nelygybeé). [rodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, ¢ galioja

a . b n c
b+c¢ a4+c a+b”

| W

Pastaba. Matematikos profesionalai daznai rungiasi, kuris zino daugiau Sios nelygybés
irodymo budy. Kvalifikacinis raundas - 4. Kol kas pateiksime tik vieng. Nesbitt’o
nelygybé yra dalinis Shapiro nelygybés atvejis.

b
ZTOdymas Tegus_ ﬁ+a74rc+a+b’ A= m+aLJrc+a+b’ B = b+c+a7+c+a+b Tada

pagal AM-GM

A4S — a+b b+ec c+a>33a+b_b~l—c.c~l—a: ;
b+c a+c a+b b+c a+c a+b
BiS — a+c b+a+c+b>33a+0_b+a.c+b:3; be to,
b+c a+c a+bd b+c a+c a+b
A+B = 3.
g A+S+B42rSfAfB > 3+373 _ % ]

Pavyzdys 15. [rodykite, kad tokiems realiesiems teigiamiems a, b, c, kur a +b+c = 3,
galioja

a’ b3 3

@tb)ate) T Grabta)  ctractd)

Irodymas. Duota nelygybe ver¢iame homogenine naudodami duota salyga ir pertvarko-
me:

oo

AN

- 1 Z a’ +a+b+a+c_a+b_a+c -
a+b+c (a+b)(a+c) 8 8 8 8 -

cyc

Sprendziame naudodami AM-GM nelygybe:

. . 1 al a+b a+c 1
KAIRE PUSE > ——W—- 33 . . _ -
a+b+ec Z( \/(a +b)(a+c) 8 8 ) 2

cyc
_ yi_1_atbrg 11
B a+b+c 2 4(a+b+c) 2 4

cyc

O

Pavyzdys 16. Jrodykite kad jei a, b, c - tokie teigiami realieji skaiciat, kad a+b+c =
3abe, tai a3 + b3 + 5 = 3.

Irodymas. a + b+ ¢ = 3abc = % + é + % = 3. Pagal AM-GM gausime

11 1 11 11 1
2( +o5 )+3_Z< +b3+1> 3<ab+bc+ca>_9.

cyc
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2.1. Nelygybés Algebra

Pavyzdys 17. Duoti a,b, c yra teigiami realieji skaiciai. Irodykite, kad

a \ﬁ in)/? 5
/= + = >
b c a

Irodymas. Pertvarkome ir naudojame AM-GM nelygybe:

fffff
% ; @333

®\@

Uzdaviniai
1. Tegu a,b - teigiami realieji, tokie, kad a+b < 1. Raskite S = ab+ ﬁ minimumag. S

2. Tegu a,b, c - teigiami realieji, tokie, kad a + b+ ¢ < % Raskite S=a+b+c+ S
% + % + % minimumsa.

3. Tegu a,b,c - teigiami realieji, tokie, kad a + b + ¢ = 1. Raskite maksimalia S
S =+ Va+b+ /b+c+ Ja+ creikime.

4. Tegu a,b, c - teigiami realieji, tokie, kad a > 2,b > 6, ¢ > 12. Raskite didziausia S
galima reiksSme, kurig jgyja

bev/a — 2 + acd/b — 6 + aby/c — 12

F pu—
abc
5. Irodykite, kad naturaliesiems n galioja S
¢2+1 73+1 Wn+1
I = + 4+ ...+ <n.

2 3 n
6. Irodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, ¢ galioja S

ad v A dd P

EpratEcy ety

7. [Mircea Lascu, Gazeta Matematica] Tegu a, b, c tokie teigiami realieji skaiciai, S
kad abc = 1. [rodykite nelygybe

b+c c+a a+b
Vi b Ve

> Va+Vb+e+3.
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8.

Irodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, ¢ galioja

a> v 2 a0
pretasyta

CS

g-
9. Irodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, ¢ galioja

S
a2 b2 2

c 1 1 1
vt atpta
10.

Tegu realieji teigiami a, b, ¢ tenkina a + b+ ¢ = 1. Irodykite, kad jiems galioja S
(14+a)(14+b)(14+c¢) =281 —a)(l—-0b)(1—0c).

11.  [APMO 1998] Irodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, ¢ galioja

a b c 2(a+b+c)
I+ )(1+-)({1+—-) 224+ ——~-—.
(15) (1+2) (0 0) 22
Duoti teigiami realieji a, b, ¢, d. Raskite minimalig reiskinio reiksSme:

(0 3)0-2) (5) (2

3a

12.

13.  Duoti teigiami realieji a, b, ¢ tokie, kad a + b + ¢ = 3. Irodykite, kad
a3 b3 3

c
b(2c+ a) + c(2a+b) * a(2b+c)

> 1.
14. Duoti teigiami realieji a, b, ¢ tokie, kad ab + bc + ac = 1. Trodykite, kad
1 1

n 1 >9
ala+b) b

bt dera)” 2

15.  [Romania Junior Balkan TST 2008] Duoti teigiami realieji skaiciai tenkina ab+ S
bc + ac = 3. Irodykite, kad jiems galioja nelygybé
1 . 1 N 1 o 1
1+a2(b+c) 1+b2(a+c) 1+c2a+b)  abc

16. [France Pre-MO 2005] Jrodykite, kad jei a, b, ¢ - tokie teigiami realieji, kad a? + S
b? + ¢? = 3, tai galioja
ab bc ca
c a b

= 3.
17.

[Walther Janous, Cruz Mathematicorum] Irodykite, kad su teigiamais realiaisiais S
x,y, z galioja nelygybeé

T Yy z
PR Em) | e SR e ) BRI s ey B
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18.

oo

[Russia 2002] Tegu x,y, z - teigiami realieji skaiciai, kurie tenkina x +y + z = 3.

Irodykite nelygybe
VI+y+vVz 2oy +az+yz.
19. [IMO 1998 Shortlist] Tegu a, b, ¢ bus tokie teigiami realieji skaiciai, kad abc = 1.
Irodykite, kad

ad b 3

+ + Z <

14+b)(14+¢) (1+c)(1+a) (Q+a)(1+b) 4

w

20. Duoti teigiami realieji a, b, ¢ tokie, kad a\/é + b\/g + c\/% = 3. Trodykite, kad

6 b6 66

a >3

b
21.  [IMO 1990 Shortlist] Realieji a, b, ¢,d tenkina ab + be + ed + da = 1. Irodykite,

kad jie tenkins ir

a’ b3 3 d3
> —.
b+c+d+c+d+a+d+a+b+a+b+c 3

—_

22.  [Tran Phuong] Irodykite, kad su visais teigiamais realiaisiais a, b, ¢ galioja

bc ca ab be < a’ b7 ¢’ 1
$+b72+ 67+a S e + c2a? + a?b? + a?b2c?’
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2.1.3 Cauchy-Schwarz nelygybé

Cauchy-Schwarz nelygybé yra viena dazniausiai taikomy ir labiausiai naudingy olim-
piady uzdaviniy sprendimuose.

Teorema (Cauchy-Schwarz nelygybé). Tegu (a1, a2, as, ..., ay) ir (b1, be,bs, ..., by) bus
realiyjy skaiciy sekos. Tuomet galios nelygybé

(a2 +ad+a2+.. . +a2) b+ b3 +03+...4+b2) = (a1by + asbo + azbs + ... + apb,)>.
Lygybé galios tada ir tik tada, kai Z—ll = ‘g—; =...= ‘;—Z.

Pateiksime keleta populiariausiy nelygybés jrodymuy.

Pirmas jrodymas. Pasinaudosime Lagrange (Lagranzo) tapatybe, kuri padeda nelygybe
jrodyti iskart:

(@2 +ad+a3+.. . +a2)(b3+b3+03+...4+b02) — (arby + asby + agbs + ... + apby)?

= Z (aibj — ajbi)2.

1<i<j<n

O]

Antras jrodymas. Tegu (ay,ag,...,a,) ir (b1, ba, ..., by,) bus realiyjy skai¢iy sekos. Im-
kime funkcija

f(z) = (a1z — b1)? + (agz — b)? + ... + (apz — bp)%.
Pastebékime, kad f(z) > 0, vadinasi f(z) diskriminantas D < 0. Kita vertus,
F@) = (a3 + a3 +... 4 a2)a? — 2(arb + asby + ... + anby)z + (b3 + b3 + ...+ b2).
Tada

D = 4(ayby + agby + ... + anbp)® —4(a2 + a3+ ... +a2) (Wi + b5+ ... +02) <0

s @+ai+.. +d)O3+024+ ... +b2) > (arby + agby + ... + anby)?.

Trecias jrodymas. Pagal nelygybe z2 + y? > 2zy:

2 2
a; b;

a%+a%+a§+...+a%+b%+b§+b§+...+b%
2aibz~

J@+ G+ a3+ a) BB+ B

=

Sudéje visus démenis su visais 4, kai 1 > ¢ > n, gausime tai, ka ir reikéjo jrodyti. O

Ketvirtas jrodymas. Prisiminkime nelygybiy skyrelio Pirmieji zingsniai uzdavinj nr.
5. Gaunama nelygybé yra vadinama Cauchy-Schwarz (CS) nelygybés Engel forma.
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Teorema (CS - Engel forma). Jei (a1, aq,...,an) ir (b1, ba,...,by) yra realiyjy skaiciy
sekos, kai visi b; > 0, tai galioja

ajJraij +aj>(a1+a2+...+an)2
by by T by~ bi+ba4...+b,
Lygybé galios tada ir tik tada, kai ‘g—ll = Z—; =...= Z—:.

Is esmés tai ir yra Cauchy-Schwarz nelygybé, tiksliau, kitokia jos forma: belieka
visiems i jstatyti a; — a;b; ir b; — b? ir gausime standarting iSraiska, kuri bus teisinga
su visais realiaisiais (a1, ag,...,a,) ir (b1, b2, ..., by). O

Kitos Cauchy-Schwarz nelygybés formos:

(a1b1+azba+...+anbp)? .

2 2 2
. a1+a2+...+an> b%—{-b%—i—...—l—b% ’

. \/(a% +ad+ ...+ a2) (b2 + b2+ ...+ b2) = arby +agbs + ... + apbp;
Kai a1, as9,...,a, ir by, be, ..., b, teigiami:

o (a1 +ag+ ...+ an)(by +ba+ ... +by) = (Vaiby + Vazgbs + ... + Vanbn)%

(Va1bi+vazba+...4+vanbn)? .
e a1 t+ax+..+a, = By by b ;

o V(ar+az+ ... +an)(bi +ba+ ... +by) = Vaibi +Vagbs + ...+ Vapb,.

Sunku net pasakyti, ar naudingesné Engel forma, ar pati Cauchy-Schwarz nelygybé.
Dazniausiai, jas taikant gaunamas tas pats rezultatas. Svarbu atkreipti démesj, kad
skiriasi Cauchy-Schwarz ir Engel formos nelygybiy apibrézimo sritys: pirmoji galioja su
visais realiaisiais, o antroji reikalauja, kad trupmeny vardikliai buty teigiami. Nepaisant
iy skirtumy, sios dvi nelygybés yra vadinamos vienu vardu - Cauchy-Schwarz nelygybe.

Sprendziant i$ lygybés atvejo, jei AM-GM nelygybé sumazina reiskinj iki lygiy kin-
tamyjy, kuomet Cauchy-Schwarz lygybés atvejis pasiekiamas tada, kai kintamieji yra
proporcingi, galime sakyti, kad Cauchy-Schwarz nelygybé yra lankstesné ir bendresné.

Daugelj ankstesniy pavyzdziy ir uzdaviniy galima padaryti ir naudojant Cauhcy-
Schwarz nelygybe. Skaitytoja raginame paciam pabandyti tai atlikti. Mes zengsime prie
pavydziy, kuriuose matysis, kaip jvairiai galime pritaikyti Cauchy-Schwarz nelygybe,
gaudami nejtikétinus rezultatus.

Pavyzdziai

Pavyzdys 18 (Baltic Way 2008). [rodykite, kad jei realieji a,b, ¢ tenkina a®+b%+c? =
3, tai galioja

a? N b? N c? > (a+b—{—c)2‘
24b+c2 24c+a? 2+4+a+b? 12

Kada galios lygybé?
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Jrodymas. Pastebékime, kad 2+ b > 0, nes b?> < 3. Taip pat bus 2+a > 0ir 2+ ¢ > 0.
Tuomet pagal Cauchy-Schwarz nelygybe:

(a+b+c)?

KAIRE PUSE > .
REPUS 6+a’?+b2+c2+a+b+ec

Taigi, belieka jrodyti a +b+c <3< 2a+2b+2c<3+a?+b?+c? < (a— 1)+ (b—
1)2 + (c—1)2 > 0, kas yra akivaizdu. Lygybé galios, kai a = b = c = 1. O

Pavyzdys 19. Duoti teigiami realieji a > b > ¢ > d tenkina a+ b+ c+d = 1. Raskite
maZiausiq reiskinio Z = 4a® + 3b* + 2¢? + d? reiksme.

Sprendimas. Pastebékime, kad a > i, a+b> %, at+b+c> %, a+b+c+d=1. Sudéje
gausime 4a + 30+ 2c+d > %. Pagal Cauchy-Schwarz nelygybe:

(4a + 3b+ 2c + d)? <

Z =4a®> 430>+ 2% + d* > 10 >

| Ot

Minimumas bus %. Jis pasiekiamas, kaia =b=c=d = %.

Pavyzdys 20 (Pham Kim Hung). [rodykite, kad teigiami realieji a,b, c tenkina

a? — be . b2 — ac n 2 —ab >0
202+ 2 4+¢2  22+a2+c2 22 +a2+b27

Irodymas. Jei nelygybe padauginsime iS -2 ir prie kairés pusés trupmeny pridésime po
1, o desinéje pridésime 3, tai gausime ekvivalencia nelygybe:

(b+c)? (a+c)? (a+0b)? )
202+ 2+ 22+a24+c2  22+a2+0b2
Pagal Cauchy-Schwarz nelygybe:
. . b2 62
KAIRE PUSE (1) <
(1) §b2+a2+§02+a2
B Z b + a? _ 3
B cyc b? + a? a
O

Pavyzdys 21 (Nesbitt’o nelygybé). Jei a,b,c - teigiami realieji skaiciai, tai galioja
nelygybé

w

a n b n c S
b+c¢c a+c a+b” 2

Irodymas. Naudosime Cauchy-Schwarz nelygybe:

a® N b? N c? N (a+0b+c)? . 3(ab+bctac) 3
ab+ac ab+bc ac+bc” 2(ab+bc+ac) ~ 2(ab+bc+ac) 2

KAIRE PUSE =

O]
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Pavyzdys 22 (Iran 1998). Skaiciai x,y, z tokie, kadxz > 1,y > 1, 2> 1, ir %—F%—i—% =
2. Irodykite, kad galios nelygybé

Vity+zzvVe—1+y—1+vz—1

Irodymas. Pertvarkykime duotg salyga: % + % + % =2 & xT_l + yT_l + Zzl = 1.
Taikysime Cauchy-Schwarz nelygybe:

z—1 -1 z-1
r+y+z=(+y+2) - ery +— ) > (Vr—1+y—1+Vz—1)

kg ir reikéjo jrodyti. O

Uzdaviniai

1. Desimt teigiamy realiyjy skaiciy tenkina a1 +ao+...+ajg=1ira; > asc+asz > 5
a4 +as+ag = ar+ag+ag+aig. Raskite reiskinio Z = a% =+ a% +...+ a%o maziausig
pasiekiama reiksSme.

2. Teigiami realieji a, b, ¢, d tenkina nelygybes a < 1,a+b <5, a+b+c << 1dir §
a+ b+ c+d < 30. [rodykite, kad galioja nelygybe v/a + Vb + /¢ + vVd < 10.

3. [IMO 1995] Teigiami realieji a, b, ¢ yra tokie, kad abc = 1. [rodykite, kad teisinga S

nelygybé
1 n 1 n 1 S 3
ad(b+c)  ba+e) cAla+b) 2
4. Trodykite, kad teigiamiems realiesiems 1, x2, ..., x, galioja nelygybé S
\/:1:1(3562 + x3) + \/22(3x3 + x4) + ... + /20 (Bx1 + x2) < 2(x1 + T2 + ... + Ty).
5. [Darij Grinberg] Irodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, ¢ galioja S
a n b n c S 9
(b+c)2  (a+e)?  (a+b)?2~ 4la+b+c)
6. Tegu a,b,x,y, z bus teigiami realieji skaic¢iai. Parodykite, kad S

x Y z 3
+ + Z .
ay+bz az+bxr axr+by  a+b

7. Irodykite, kad teigiamiems realiesiems skai¢iams, tokiems, kad a + b+ ¢ =3, S
galioja nelygybé

w

a n b . c L3
14+b2¢ 14c2a 14a20~ 2

@0

Parodykite, kad teigiamiems realiesiems aq,as,...,a, ir by, bo,..., b, galioja S
nelygybé

\/a%+b%+...+\/a%+b%>\/(a1+a2—|—...+an)2+(b1+b2+...—|—bn)2.
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9. [JBMO 2002 Shortlist] Irodykite, kad jei teigiami realieji skaiciai tenkina abc = S
2, tai galios nelygybé

S+ +AS > avb+e+b/at e+ ceva+b.

10.  [Walther Janous, Cruz Mathematicorum| Tegu x,y ir z bus teigiami realieji. S
Irodykite, kad galios

z

@ y
x4+ (x+y)(z+2) +y+\/(y+x)(y+z) +z+\/(z+x)(z+y)

11. Irodykite, kad teigiamiems realiesiems skai¢iams a, b, ¢, d, e, f galioja nelygybé S

<1

a+b+c+d+e+f>3
b+c c+d d+te e+f f+a a+b”

12.  [Ukraine 2001] Irodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, ¢, x, y, z, kai z+y+z = S
1, galioja nelygybé

a:z+by+cz+2\/(xy+xz+yz)(ab+bc+ac) <a+b+e

13.  [Japan TST 2004] Tegu a,b, ¢ - tokie teigiami realieji skaiiai, kuriy suma lygi S
1. Irodykite, kad galios nelygybé
1+a 1+4+b 1+4c¢ - 2a 20  2c

1l—a 1-b 1—0\?+c a’

14. [Iran TST 2009] Duoti teigiami realieji a, b, ¢, kuriy suma lygi 3. Irodykite, kad S

1 1 1 3
< 2.
2—|—a2—|—b2+2—|—c2—|—a2+2—|—b2+02 4

15.  [Komal Magazine] Irodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, ¢ galioja S

(a*+2)(0* +2)(c* +2) = 3(a+b+c)?
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2.1.4 Specialios technikos

Siame skyrelyje susipazinsime su keliomis populiariomis gudrybémis, kurios gali labai
pagelbéti uzdaviniy sprendime. Sprendimy ,varikliukais” liks mums jau gerai Zinomos
nelygybeés, tokios kaip AM-GM ir Cauchy-Schwarz. Pagrindiné gudrybé - keitiniai. Jei
skaitytojas abejoja jy galingumu, tegu pabando pateiktas nelygybes isspesti alterna-
tyviu budu. Dalis pavyzdziy ir uzdaviniy yra susije su geometrija, taciau algebrinése
nelygybése uztenka ir elementariy ziniy.

Homogenizacija ir Normalizacija

Homogenizacija - tai nehomogeninés nelygybés vertimas homogenine, dazniausiai tam
naudojant duota papildoma salyga. Iki Siol mes nieko nebijodami drasiai homogeni-
zuodavome nelygybes ir bédy nematéme, tac¢iau neretai taip primityviai homogenizuoti
nehomogenine nelygybe yra bjauroka ir visiskai nenaudinga. Todél siame skyrelyje su-
sipazinsime su specialiais homogenizuojanciais keitiniais, kurie duos gerokai daugiau
naudos.

Siy keitiniy esmé yra isnaudoti papildoms salyga taip, kad visi kintamieji tapty
nulinio laipsnio, o ir tuomet visa nelygybé taps nulinio laipsnio. Kiekvienai duotai
salygai galime sugalvoti atitinkamy keitiniy.

e Duota abc = k3. Geras keitinys biity a = ky—x, b= %, c= % Visada galime
. —_— . . 3 .
sugalvoti jspudingesnj: a = k”’zly ir t.t.
. .. . . oy — _ zk .
e Duota a + b+ ¢ = k. Bene vienintelis naudingas keitinys buty a = ot b=
yk 2k v, . . s kx(z+2y) _ ky(y+22)
Tivre €T There tac¢iau neribokime savo fantazijos: a = tyte)?” b= Gryte)?”
_ kz(z+2z) .
Cc = W 1 parl..
. . . . _— . . . zk
e Duota ab + bc + ac = k. Kintamuosius galime keisti poromis: bc = - et
_ _yk _ zk
ac = 55 ab = R

Zinoma, kai turime daugiau kintamyjy, reikes sugalvoti analogisky keitiniy, taciau
nereikty persistengti - daznai tokie keitiniai tik ,subjauroja” nelygybe ir ji tampa tik
dar labiau komplikuota.

Pavyzdys 23. Tegu a,b, c - tokie teigiami skaiciai, kad abc = 1. [rodykite nelygybe

1 1 1
>1
a2+a+1+b2—|—b—|—1+c2+c+1

Sprendimas. Pakeiskime a = %3, b = W= 74. Nelygybé tampa:
1
Z y222 Yz >1
cyc 4 + x2 + 1
4

66



2.1. Nelygybés Algebra

O pagal Cauchy-Schwarz ir AM-GM nelygybes:

Z xt - (22 4 % + 22)?
v Y222 +a2yz+ a2t T a4yt 4t 4 (%:cﬂyQ + Czy:cysz

(22 + y? + 22)?
oyt 2+ Y a?y? + 3 S (a?y? + 2222)
cyc cyc
B (22 4 9% + 22)? B
$4+y4+24+22x2y2

cyc

WV

A

Normalizacija yra tarsi priesingas dalykas homogenizacijai. Tegu N (a1, ag, ..., an) =
0 - homogeniné nelygybé. Pagal homogeniskumo apibrézima, pakeite a; = tx; visiems
i, kur t - teigiamas skai¢ius gausime, N(a1,as,...,a,) = t"N(z1, 22, ...,x,). Vadinasi,
liks jrodyti N(z1,x9,...,x,) > 0, kur visi x; yra proporcingai norimai stipriai padidé-
je/sumazéje. Tai reiskia, kad naujos kintamyju aibés savybés (suma, sandauga, kvad-
raty suma, ir pan.) yra pasikeite. Niekas nedraudzia juos mazinti tiek, kad jy suma,
sandauga ar dar kokia aibés savybé buty lygi konkrec¢iam, miisy pasirinktam dydziui.

Pavyzdziui, jei norime jrodyti homogenine nelygybé nuo trijy teigiamy kintamuyjy
f(a,b,¢) > 0, nemazindami bendrumo galime tarti, kad ab + bc + ac = 3. Tuomet,
naudodami AM-GM ir kitas nelygybes galime nustatyti kity kintamyjy aibés savybiy
ribas: 3 = ab + be + ac > 3Va2b2c2 = abe < 1, 3 = ab + be + ac < a? + b + 2,
9=3(ab+bc+ac)<(a+b+c)?>=a+b+c>3.

Pavyzdys 24 (Nesbitt’o nelygybeé). [rodykite, kad teigiamiems skaiciams galioja
a . b n c < 3
b+c a+c a+b 2

Sprendimas. Nelygybé yra homogeniné. Nemazindami bendrumo tariame, kad a + b +
¢ = 1. Zinome, kad

ab + bc + ac < é(a+b+c)2 ==
Tuomet 5 9 1 9
5:3—5 3 < 3—§(ab—|—bc+ac)
Reiskia, liks jrodyti
a b c

9
>3_2
b+c+a+c+a+b/3 2(ab+bc+ac)

arba

a 9a(b+ c)
= 3.
Zb+c+ 4 >3

cyc

Na o pagal AM-GM nelygybe:

a b+c a-9a(b+ c)
Zb+c+ /z 7b+c _3Za—3.

cyc cyc cyc
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A

Pavyzdys 25. [rodykite, kad teigiamiems realiesiems a, b, c galioja nelygybé

\/ab+bc+ac < \3/(a+b)(b+c)(a—i—c)
3 b 8 '

Sprendimas. Nelygybé homogeniné, tad neprarasdami bendrumo tariame, kad ab +
bc+ ac = 3. Tada KAIRE PUSE = 1. Be to, pagal AM-GM nelygybe galime nesunkiai
rasti, kad a + b+ ¢ > 3 ir abe < 1. Zinodami tapatybe, nelygybe pertvarkome:

(a+b)(b+c)(a+c)=(a+b+c)(ab+ bec+ ac) —abc = 3(a+ b+ c¢) — abe > 8.

Tuomet DESINE PUSE > 1 = KAIRE PUSE, ka ir reikéjo jrodyti. A

Algebriniai ir trigonometriniai keitiniai

Visi kiti nei anksciau aprasyti algebriniai keitiniai yra grynas fantazijos reikalas. Bu-
dami itin paprasti, jie daznai labai stipriai palengvina darba.
Pavyzdys 26 (Nguyen Van Thach). Tegu a,b,c - teigiami realieji skaiciai. [rodykite,
kad jiems galioja nelygybé

ad b3 e

> 1.

a3+b3+abc+ b3+c3+abc+ 3+ a3 +abe”

Sprendimas. Pakeiskime g =, § =y, ¢ = zir pastebékime, kad tada ryz = 1.
Tuomet:
ad _ 1 _ 1 _ TYz _ Yz
31 p3 - 3 - 3,z 3 2, 2 :
a’ + b + abe 1+(3) +2§ I+a°+7 zyzt+a’+a°y  yzt+as+tuay
Pagal Cauchy-Schwarz nelygybe:
Z Yz N (vy + 22 + yz)?
2 = 2 :
e Yzttt uy (%;:yz(yz+:n + xy)

Taigi, lieka jrodyti
(zy + yz + 22)* > Z yz(yz + 2° + ).

cyc

Nepabijoje reiskinio iSskleisti matysime, kad tai yra tapatybé. VAN

Pavyzdys 27 (St. Petersburg 2009). Duotiems teigiamiems realiesiems skaiciams ga-
lioja sqrysis a + b+ ¢ = ab + bc + ac. [rodykite, kad jiems galioja nelygybé

a+b+c+1=>4.
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Irodymas pagal Mathias Tejs Knudsen. Jeia+b < 1,taia+b+c=ab+bc+ ca =
cla+b)+ab<c+ (a+0b)(a+b) <c+a+bir gauname priestara. Taigi a +b > 1 ir
analogiskai b +c¢ > 1 bei a 4+ ¢ > 1. Iveskime keitinj a = = + %, b=y+ %, c=z+ %,
tuomet duota salyga taps ab+bc+ac = %. Ankséiau gautas rezultatas bus ekvivalentus
z+y 20, z+ 220, y+ 2z >0, vadinasi ne daugiau kaip vienas is skaiciy z,y, z yra
neigiamas. Pakeitus, pagrindiné nelygybé pavirsta j

8xyz < 1.

Jei vienas iS x, y, z yra neigiamas, nelygybé akivaizdi, o jei visi teigiami - pagal AM-GM
nelygybe:

3
Z—my+yz+$z 3¢/x2y?22 & Sxyz > 1.

JAN
Pastaba. Keitinys a = -, b= =, c = % siuo atveju irgi labai padéty, nes tuomet duota
salyga nepasikeisty, o pagrlndlne nelygybé jgyty kitokia, galbut, patogesne forma, bet
tai jau visai kitas sprendimas.

UZuominos j trigonometrinius keitinius gali buti labai jvairios: salyga, jog kintamie-
ji yra intervale [0, 1], arba konstrukcija v/1 — z2? sufleruoja apie sinusus, kosinusus, o

algebriné konstrukcija v/1 + 22 - tipinis tangeto ar kotangento taikymo atvejis, kadangi
1

S S— T SR P
T | cos x| ir e | sin z|.
Pavyzdys 28 (Latvia 2002). Teigiami realieji skaiciai a,b,c,d tenkina

1 1 1 1

=1.
1+a4+1+b4+1+c4+1+d4

Irodykite, kad tada teisinga yra nelygybé abed > 3

Sprendimas. Pakeiskime a? = tan A, b* = tan B, c = tanC, d?> = tanD, kur
A,B,C,D € (0,%). Zinodami, kad tan2@ +1 = COSQ@, pertvarkome duota salyga
1

cos? A + cos® B + cos®> C' + cos®> D = 1.
Pagrindiné nelygybé tampa

tanA-tan B -tanC -tan D > 9.

Pagal AM-GM nelygybe:

sin A=1—cos? A= cos? B+ cos2C + cos? D > 3V cos? Bcos2 C cos2 D
sin2 B=1—-cos? B = cos? C + cos?2 D + cos? A > 3vV/cos2 C cos? D cos? A
sin?C =1 —cos?2C = cos2 D + cos? A + cos? B > 3v/cos? D cos? A cos? B
sin?D =1—cos?D = cos? A+ cos?2 B + cos? C > 3V/cos2 Acos2 Bcos2 C

Viska sudaugine gausime reikiamg rezultata. A

69



2.1. Nelygybés Algebra

Pokstai su trikampiu

Daznai, ypac¢ rimtesnése olimpiadose, yra mégiami uzdaviniai, susiejantys kelias ma-
tematikos disciplinas. Siame mazame skyrelyje nagrinésime algebros ir geometrijos
junginj: nelygybes trikampio krastinéms.

Pagrindinis dalykas, naudingas zinoti jrodinéjant nelygybe trikampio krastinéms,
yra trikampio nelygybé: bet kuriy dviejy krastiniy ilgiy suma yra didesné uz likusiosios
ilgj.

Pavyzdys 29 (Pham Kim Hung). Duoto trikampio krastiniy ilgiai yra a,b, c. Jrodykite,
kad galioja
1 n 1 . 1 S 9
Va+tb—c Vbtc—a ~at+tc—b ab+bc+ac

kai trikampio perimetras 3.

Pirmas jrodymas. Pazymekime x = va +b—c, y = Vb+c — a, z=Va + ¢ — b, tuomet
a® +b% + ¢ = 3, o nelygybé pavirs i
1 1 1 36

-t -4 -2 . sitikinkite!
x + y + z 7 (22 Y+ 22)2 4 22y? 4 2222 4 y222 (Isitikinkite!)

Kas yra ekvivalentu
(zy 4+ 22 +y2)(9 + 2% + 222% 4+ 122%) > 36zyz.

Pagal trikampio nelygybe, gauname, kad x,y, 2z - teigiami skaiciai, taigi, jiems galime
taikyti AM-GM nelygybe. IS tikryjy: sudauginus

xy + 2 +yz = 3¢/ 22y222

9+ x2y2 —|-33222 + y222 > 12 12/3:43/424

gausime reikiamg rezultata. O

ir

Ypac fantastiskas yra Ravi keitinys: zinome, kad j trikampj ABC' jbrézus apskritima,
kuris krastines AB, BC ir AC liecia atitinkamai taskuose X, Y ir Z, gausime AX =
AZ =p, BX = BY =rir CY =CZ =s. Tuomet AB=p+r, BC =r+sir
AC = p+ s. Akivaizdu, kad p,r, s - teigiami dydziai. Toks keitinys atrisa sprendéjui
rankas nuo trikampio ir leidzia dirbti su bet kokiais teigiamais skaiciais.

Antras jrodymas. Atlikime Ravi keitinj: a = p+1r, b =r+s, ¢ = p+ s. Turésime
p+r+s= % Pagrindiné nelygybé taps:

1 1 1 9
et = > :
V20 V2r V25 (pHr+s)24pr4rs+ps

Tai yra ekvivalentu

(Z+pr+rs+ps)(\/]75+\/p7+\/]75)>9\/§~\/}75.
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Pagal AM-GM nelygybe:

9 1
1 +pr+rs+ps>12 I\Q/E - p2ris?

/DS + \/pr + /s = 3/prs.

Sias dvi sudauginame ir gauname tai, ka ir reikéjo jrodyti. O

ir

Cauchy Reverse Technique

Tokj jspudingg pavadinima gali turéti nebent koks nors labai sudétingas ir niekam ne-
reikalingas matematinis metodas. Taip jau atsitiko, kad butent Sitaip yra vadinamas
itin paprastas ir tuo genialus nelygybiy sprendimo budas.

Kai turime nelygybe, ir mums tiesiog niezti rankas pritaikyti AM-GM nelygybe, bet
to padaryti negalime, nes nelygybés zZenklas yra priesingas, atlieckame paprasta triuka:
IS trupmenos iskeliame sveikaja dalj, kuri yra didesné uz pradiné trupmeng. Tada prie
naujo trupmeninio ,likuc¢io” gausime minusg ir galésime islieti savo energija ir pyktj pri-
taikydami AM-GM nelygybe. Nematant, kaip tai vyksta i tikryjy, pagal aprasyma tai
atrodo visiskai nesuprantama, tad pereikime prie pavyzdziy, kurie spalvingai iliustruos
mintj.

Pavyzdys 30. [rodykite, kad su teigiamais realiaisiais skaiciais teisinga nelygybé

at bt ct d* a+b+c+d
+ + + > .
ad 4+ 203 B3 +2¢3 S +2d3  d3 4+ 2d3 3

Sprendimas. Pertvarkykime kairés pusés démenis, kad jie tapty ,apversti” ir iskart
taikykime AM-GM nelygybe:

a’ at + 2ab® — 2ab? 2ab3
—_— = —a+bte+d— ———
Czy; ad + 2b3 czy; ad + 2b3 czy; a3 + 2b3
2ab’ 2
> a+btctd—) ———=a+btct+d—Z(a+b+c+d)
e 3V adbh 3
_a+b+tc+d
= f.

A

Pavyzdys 31. [rodykite, kad teigiamiems realiesiems a,b, c, kur a +b+ ¢ = 3, galioja

nelygybé
1 1 1

> 1.
1+2b20+1—|—202a+1—|—2a2b
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Irodymas. Partvarkome ir du kartus taikome AM-GM nelygybe (stebuklinga, kad gali-
me taikyti AM-GM nelygybe toje pacioje nelygybéje ir mazéjancia, ir didéjancia puse):

3 I Z1+2b2c—2b?c
142 1+ 2b2¢

cyc cyc
2b2¢ 2v/ b2

> 33— — =3 -
%;3\/3b402 czy; 3
2(2 2.
> 3.3 (b+c):3_ 3(a+b+c):1'
o 9 9
]
Uzdaviniai

1. [Romania Junior TST 2003] Irodykite, kad teigiami realieji skaiciai, tenkinantys S
abc = 1, taip pat tenkina ir

3 6

1 > .
+a—|—b—|—c ab + bc + ac

2. [Clock-Tower School Junior Competition 2009] Teigiami realieji skai¢iai a,b,c¢ S
tenkina abc = 8. Irodykite, kad jiems taip pat galioja nelygybé
a—2 N b—2 n c—2
a+1 b+1 c+1

&

[Zhautykov Olympiad 2008] Irodykite, kad teigiamiems realiesiems skaic¢iams, S
kurie tenkina abc = 1, galioja nelygybé

1 n 1 n 1 < 3
bla+b) cb+c) alat+e)” 2
4. Irodykite nelygybe, kuri galioja su teigiamais realiaisiais a, b, ¢, d: S
b d 3V3 1

4+ o + ———r——
b2+62+d2 02+d2+a2 d2+(l2+b2 a2+b2+c2 = 2 a2+b2+02+d2 .

5. [USAMO 2003] Irodykite nelygybe, kuri teisinga su teigiamais realiaisiais a,b,c: S

(2a+ b+ c)? (2b+a+c)? (2c—|—a+b)2<8
202+ (b+¢)2 2024 (a+¢)2  +(a+b)2

o

[Korea 1998] Teigiami realieji skaiciai tenkina sarysj « + y + z = zyz. Irodykite, S
kad jiems galioja nelygybé

1 n 1 n 1 o

Vita? Ji+y2 V1422

| W

7. [Cruz Mathematicorum] Parodykite, kad teigiamiems realiesiems skai¢iams, ku- S
rie tenkina abcde = 1, galioja
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a+abc b+bed ct+cde d+dea e+eab 10
d + 1 + 1 + 1 + 1 Z

1+ab+abe +bc+bede +cd+cdea +de+deab +eateabc © 3 °

8. [George Tsintifas, Cruz Mathematicorum] Irodykite nelygybe teigiamiems rea-
liesiems skaic¢iams:

(a+b)30b+c)3(c+d)3(d+a)? > 16a°b*c2d*(a + b + ¢ + d)*.

9. [Romania Junior TST 2002] Skaic¢iai a, b, ¢ priklauso intervalui [0, 1]. Irodykite,
kad jiems galioja nelygybé

Vabe + /(1 —a)(1 - b)(1—c) < 1.
10.  [IMO 1983]. Irodykite, kad trikampio krastinés a, b, ¢ tenkina nelygybe
a®b(a — b) + b%c(b — ¢) + *a(c —a) > 0.

11. [Samin Riasat] Irodykite, kad trikampio krastinés a, b, ¢ tenkina nelygybe
a . b L c S 1
3a—b+c 3b—c+a 3c—a+b

12.  Trodykite, kad trikampio krastinés tenkina nelygybe

¢36@U+VM+V@Q22¢a+b—c+Va+c—b+V%+c—w

13.  [Bulgaria TST 2003] Duoti teigiami realieji skaiciai a, b, ¢ tenkina a + b+ ¢ = 3.
Irodykite, kad jiems teisinga nelygybeé
a b c 3
2 1t tTreTy

14.  [Pham Kim Hung] Duoti tokie teigiami skaiéiai a, b, c,d, kad a + b+ c+ d = 4.
Irodykite, kad jie tenkina nelygybe

a b c d
1—1—b2c+ 1+02a+ 1—{—(1l2aTL 1+ a2b > 2
15.  Duoti n teigiamy skaiciy a1, ag, as, . . ., ap, kuriy kvadraty suma lygi n. Irodykite,
kad jiems galioja nelygybé
1 1 1 1 n

+ e = —.
ﬁ+@*ﬁ@+2 <@+2+ +ag+2 3
16. Turime skaicius a, b, ¢, kuriy suma lygi 3. Irodykite, kad jiems taip pat galios
nelygybé
a+1 b+1 c+1
> 4.
Prl 241 a2t
17.  [Pham Kim Hung] Parodykite, kad teigiamiems realiesiems skai¢iams a, b, ¢, ku-
rie tenkina a® 4+ b? + ¢ = 1, galioja
1 1 1

> 3.
2—a+2—b+2—c/3

18. Tegu a, b, c bus tokie teigiami skaic¢iai, kad a+b+c = 1. Parodykite, kad teisinga
a® . b? N c? S 1
a+203  b+23  c+2a3 7 7
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2.1.5 Drakony puota

IS tamsiausiy keréiy, tolimiausiy uzkampiy susirinko jos ir jie pasirodyti vieni kitiems.
Ne jégos, o savo zaizaruojacios iSvaizdos parodyti, emocijomis pasidalinti atvyko. Kiek-
vienas svecias laukiamas, kiekvieno istorija ypatinga. Ir suksis jie valso ritme iki ryto,
kol giedoriai gaidziai paskelbs puotos pabaiga. Kai drakonai atsisveikine pakils skry-
dziui namo, liks ¢ia jy leteny jspaudai, nagy dryziai ir neatsargiy kosteléjimy apdeginty
uzuolaidy likucéiai, bylojantys apie Siy jspudingy padary egzistavima. Kas zino, galbut
kada nors kas nors galés regéti nors vieng jy dvikovoje su piktu burtininku, kada degs
zeme, uzvirs vandenynai, o dangus apsitrauks ledu.

Siame skyrelyje skaitytoja supazindinsime su dar keliomis nelygybésmis, kurios uz-
daviniy sprendimuose pasitaiko isskirtinai retai. Ne dél to, kad Sios nelygybés yra
silpnos ar neuniversalios, priesingai: dél to, kad sunkiy uzdaviniy yra gerokai maziau
nei lengvyjy. Tai bus tik pazintinis skyrelis, siekiantis parodyti artimiausias fantastikai
teormas-nelygybes, todél nepateiksime nei pavyzdziy, nei uzdaviniy, tik keleta taikymo
komentary ir leisime skaitytojui pasinerti i sava vaizduote.

Teorema (Holder). Tegu {aii,...,an1}, ..., {a1k, ..., ank} bus k skaicius aibiy, kur
kiekviena jy turi po n teigiamy elementy, o {p1,...,pr} bus teigiamy skaiciy aibé, kurios
visy elementy suma lygi 1. Tuomet

(a1 + ...+ an)P (g + o ape)? = al) a4 d L alh

arba

n pPj n k
I (3e) >3 (114
j=1 i=1 \j=1

Komentarai ir taikymas. Dazniausiai yra taikoma forma, kai visi p; yra lygus, taciau
ispudingiausiai nelygybé ,dirba”, kai jie yra skirtingi. Pastebékime, kad kai k = 2, o
pL=p2 = %, gauname Cauchy-Schwarz nelygybe, o ir visa Holder nelygybés forma yra
tarsi Cauchy-Schwarz nelygybés apibendrinimas.

Teorema (Chebyshev). Jei turime tokias aibes a1 < ag < ... < ap irby <by <...<
bn, tai

aibitagbpt..Fanbn ~ artast.tan  bitbot..tbn a1bptasbn_1+...+an_1b2+anbs
n = n n = n :

Teorema (Minkowski). Jei turime teigiamy skaiciy sekas {ay, ag, ... ,an} ir {b1,ba,..., by},

op>0, tai
" N (e N ey
z:l i=1 i=1

Teorema (Schur). Tarkime, kad a,b,c - neneigiami skaiciai, o r > 0. Tada
a(a—b)la—c)+b(b—a)(b—c)+c"(c—a)(c—b) > 0.
Lygybé galios tada ir tik tada, kai a = b = ¢ arba du is jy lygus, o treciasis lygus 0.

Komentarai ir taikymas. Kai r = 1, gausime a® + b3 + ¢® + 3abc > a%(b + ¢) + b*(a
¢) + c¢*(a + b), kas yra viena dazniausiy Schur’o nelygybeés taikymo formy.
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Teorema (Perstaty nelygybé). Turime aibes a1 < ag < ... < ap irby < by < ... < by.
Tada kiekvienai aibés {1,2,...,n} perstatai m galios

aiby + ... +apb, > albﬂ(l) + ...+ anbw(n) > apbi +ap_1bs + ...+ a1b,.
Lygybés pirmu ir antru atveju galios atitinkamai tada, kai atbés perstata w bus grieztai
mazéjanti ir grieztai didejanti.

Komentarai ir taikymas. Irodinéjant ciklines ar simetrines nelygybes, visada galima
nemazinant bendrumo apsibrézti, kokie yra kintamuyjy sarysiai tarpusavyje (pvz. jei
yra cikliné nelygybé nuo a, b, ¢, tai galime sakyti, kad a < b < ¢ ar panasiai). Tai leis
suformuoti reikiamas nemazéjancias sekas, kurioms galioty perstaty nelygybé.

Teorema (Jensen). Tegu f : A — R bus iskila (angl. convex) funkcija. Tada bet ko-
kiems x1,xo, ..., T, € A ir neneigiamiems wi, Wa, . .., Wy, kuriy suma teigiama, galios

w1 —i—...—l—wnmn)

wlf($1)+--~+wnf($n)>(w1+"'+wn)f< wy+...+w

Kai f yra isgaubta (angl. concave), galioja atvirkscéia nelygybe.

Komentaras ir tatkymas. Funkcija intervale yra iskila, jei jos antros eilés iSvestiné tame
intervale yra ne maziau uz 0, arba iSgaubta, jei ne daugiau uz 0. Na o praktiskai ta
galima pamatyti funkcijos grafike: iskilos funkcijos grafikas tame intervale savo forma
bus ,panasus” i funkcijos y = 22 grafika, o iSgaubtos - i funkcijos y = —z? grafika.
Teoremos idéja galime suformuluoti taip: iskilos funkcijos reikSmiy vidurkis yra ne
mazesnis uz funkcijos nuo argumenty vidurkio reikSme. ISgaubtai funkcijai, Zinoma,
atvirksciai. Taikant Sig nelygybe, dazniausiai w; = ws = ... = w, = 1.
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2.2 Funkcinés lygtys

Dauguma suprantame, ka reiskia iSspresti lygti. Tai yra rasti visus uzrasytos lygy-
bés sprendinius ir jrodyti, kad daugiau jy néra. Isspresti funkcine lygtj reiskia beveik
ta patj - rasti visas funkcijas, tenkinancias lygybe ir jrodyti, kad daugiau tokiy néra.
Daugumos funkciniy lygéiy sprendimai turi panasy pobudj - manipuliuojama duota
lygtimi siekiant gauti kuo daugiau apribojimy tikétiniems sprendiniams. Sékmés at-
veju, apribojimuy pakanka ir galima nusakyti sprendiniy aibe (kartais ji buna tuscia)
bei patikrinti, kad iSties visos rastos funkcijos yra sprendiniai. Pirmajame skyrelyje su-
pazindinsime su pacia pagrindine sprendimo idéja - fiksuoty reikSmiy jstatymu vietoje
kintamyjy funkcinéje lygtyje. Antrajame parodysime, kaip i§ duotos lygties gauti in-
formacijos apie funkcijos tipa (pvz. lyginuma, monotoniskuma, injektyvuma), bei kaip
ja pritaikyti. Treciajame iSspresime zymiaja Cauchy funkcine lygti ir panaudosime ja
spresdami sudétingesnius uzdavinius.

2.2.1 Isistatykime x =0
Nieko nelaukdami uzsirasykime pirmaja funkcine lygti:

Pavyzdys 1. Raskite visas funkcijas f : R — R, tenkinancias lygts

flz+y) = f(z)
su visais realiaisiais x ir y, bei lygybe f(0) = 0.
Sios funkcinés lygties salyga susideda i§ keturiy daliy. Apzvelkime jas:

- Ieskomy funkcijy apibrézimo ir reik§miy sritys. Siuo atveju duota f : R — R, t.y.
sprendiniy reikia ieskoti tarp visy funkcijy apibrézty realiuosiuose skaic¢iuose ir su
realiomis reikSmeémis.

- Lygtis, kuria turi tenkinti ieSkomos funkcijos.

- Lygtyje dalyvaujanéiy kintamyjy kitimo sritys. Siuo atveju duota, kad lygtj funk-
cijos turi tenkinti su visomis realiomis x ir y reikSmémis

- Papildomos salygos. Siuo atveju duota, kad reikia iegkoti tik ty lygties sprendiniy,
kurie papildomai tenkina f(0) = 0.

Sprendimas. Isistatykime x = 0, gausime f(y) = f(0) = 0, t.y. f(y) = 0 su visais
y € R. Patikring gauname, kad sprendinys tinka. A

Sprendimas trumpesnis uz salyga, tad su nespéjusiais pastebéti, kaip jis pralekeé,
pasiziurékime sulétintg kartojima. Salygoje duota, kad ieskomos funkcijos turi tenkin-
ti lygti f(z +y) = f(x) su visomis realiosiomis z ir y reikSmémis. Vadinasi, turés
tenkinti lygtj ir kai vienam i$ kintamyjy parinksime konkrecia reikSme, ka paprastai
ivardijome kaip ,jstatykime x = 0”. Toliau, zinodami, kad ieskomos funkcijos turi su
visomis realiomis y reikSmémis tenkinti lygti f(y) = f(0), bei kad ieskomos funkcijos
turi tenkinti papildoma salyga f(0) = 0, darome iSvada, kad ieskomos funkcijos turi su
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visomis realiosiomis y reiksmeémis tenkinti f(y) = 0. Taciau si salyga yra tokia stipri,
kad ji nurodo viena vienintele funkcija! Lieka patikrinti, ar ji yra sprendinys. Kadangi
visuose realiuose taskuose ji jgyja reiksme 0, tai jstate ja i lygti gausime akivaizdziai
teisinga lygybe 0 = 0. Lygtis iSspresta.

Isistatyti vietoje vieno ar keliy kintamojy nulj yra dazniausiai pasitaikanti funkciniy
lygciy sprendimo idéja, nuo kurios neretai verta pradéti spresti nematyta lygti. Taciau
reikia turéti omenyje, kad retai kada vien Sio triuko uzteks, tad svarbu turéti ir kity
ginkly. Pavyzdziui:

Pavyzdys 2. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios tenkina lygt;

fla+y)=f®+y%)
su visais realiaisiais x iry.

Sprendimas. Jsistatykime z = y, gausime f(2y) = f(2y?). Isistatykime z = —y,
gausime f(0) = f(2y?). Abi lygybés turi galioti su visomis realiosiomis y reikémémis,
tad galime jas sujungti: f(2y) = f(0). Lieka jsiziuréjus konstatuoti, kad ieskomos
funkcijos visuose realiuose taskuose jgis ta pacia reiksme kaip ir taske 0. Tokiy funkcijy
be galo daug, ir jos jprastai uzrasomos f(x) = ¢, kur ¢ - bet kuris i$ realiyju skaic¢iy (dar
vadinamas konstanta). Lieka patikrinti, ar visos tokios funkcijos tinka. Istate gausime
¢ = ¢, vadinasi tinka. A

Naudodami Sias paprastas nulio ir x = y jsistatymo idéjas iSspreskime dar keletg
lygc¢iy. Atkreipsime démesj j tai, kad labai svarbi dalis yra teisingai interpretuoti gauta
po jsistatymo lygybe. Kartais ji buna beverté, o kartais sujungus su kazkuo papildomu
galima gauti ka nors naudingo. Sunkesniuose uzdaviniuose tai ne visuomet pavyksta,
tad verta apsiSarvuoti kantrybe ir bandyti jsistatyti jvairias kintamuyjy reiksmiy kom-
binacijas.

Pavyzdys 3. [LitKo 2008] Raskite visas tokias realigsias funkcijas f, kad f(z)f(y) —
f(zy) = x4+ y su visomis realiyjy skaiciy x ir y poromis.

Sprendimas. Isistatykime z = 0 ir y = 0. Gausime f(0)2 = f(0), t.y. f(0) = 0 arba
f(0) = 1. Panagrinékime abu atvejus:

f(0) =0 - Isistatykime j pradine lygti z = 0, gausime 0 = y. Si lygybé jokiai funkcijai
negalioja su visomis realiomis y reikSmémis, todél sj atveji atmetame.

f(0) =1 - Isistatykime j pradine lygti © = 0, gausime f(y) = y+ 1. Patikrine matome,
kad si funkcija tinka: (z+1)(y+1) — (zy +1) =z + v.

Gavome, kad funkcija f(x) = = + 1 bus vienintélis sprendinys. A

Pavyzdys 4. Raskite visas funkcijas f : R — Rxq U tenkinancias lygybe

fQ2u) = flutv)flv—u)+ flu—v)f(-u—20)

su visomis realiomis u ir v reiksmemsis.

'R Zymésime visus neneigiamus realiuosius, o RT visus teigiamus realiuosius skaiéius.
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Sprendimas. Isistatykime u = 0 ir v = 0. Gausime f(0) = 2£(0)?, t.y. f(0) = 0 arba
f(0) = % Panagrinékime abu atvejus:

f(0) =0 - Isistatykime u = 0, gausime 0 = f(v)2+ f(—v)2. Sia lygtj tenkina vienintélé
funkcija - f(v) = 0.

f(0) = 3 - Vieng karta jsistatykime u = 0, kita u = v, gausime dvi lygtis: 2 = f(v)?+
f(=v)?ir f(2v) = f(—2v). I8 ju seka, kad § = f(v)?+ f(v)? = 2f(v)? ir, kadangi
ieSkome funkcijy jgyjanciy tik neneigiamas reikSmes, f(v) = %

Patikrine matome, kad abi rastos funkcijos f(v) = 0 ir f(v) = 3 tinka. A
Pavyzdys 5. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais x ir y
tenkina f(x + f(y)) =z + f(f(y)) ir f(2004) = 2005.

Sprendimas. Istatykime y = 0, gausime f(x + f(0)) = z + f(f(0)). Isiziuréjus j gauta
lygybe tampa aisku, kad ja tenkina tiktai funkcijos f(x) = x + ¢, kur ¢ - konstanta.
Pridéjus papildoma salyga lieka vienintelé funkcija f(z) = z+1, kuri ir yra sprendinys.

A

Pasiaiskinkime kiek iSsamiau, kaip i$ lygybés f(x+ f(0)) = z+ f(f(0)) gauti f(x) =
x + c¢. Paimkime bet kurig funkcija, kuri tenkina pirmaja lygti. Kad ir kokia ji buty,
f(0)ir f(f(0)) bus konretus skai¢iai, nepriklausantys nuo x. Patogumo délei pakeiskime
t = x4 f(0), tuomet gausime, kad su visomis realiosiomis ¢ reikSmémis f(¢) = t +
F(f(0)) — f(0). Lieka tik konkrety skai¢iy f(f(0)) — f(0) pazyméti c. Si nekintanéiy
reiskiniy pazyméjimo idéja yra gana dazna, tad verta ja jsidémeti.

Uzdaviniai
1. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais x, y tenkina
fla+y)+ flo—y) = 22" + 2°.
2. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais z, y tenkina
f@) + flz+y)=y+2
3. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais z, y tenkina

f@) = (@ —y)f((z—y+1z)+ fy).

4. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais x ir y tenkina

5. Raskite visas funkcijas f : R — R su visais realiaisiais x ir y tenkinancias lygtij

f@+ f(y) = f(2) +yf(2)
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6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Raskite visas funkcijas f : R — R su visais x € R tenkinancias lygti
zf(x) + f(—z) +1=0.

Raskite visas funkcijas f : R — R su visais € R,z # 0,1 tenkinancias lygtj

r—1

f@) + f(

=1—-=x.
a:) v

Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais z, vy, ¢ tenkina

(x+1)f(2) = f(zz) + f(tz).

[LitMo 2000, Pan African 2003] Raskite funkcijas f : R — R su visomis realio-

siomis z,y reikSmémis tenkinancias lygtj

(@ +y)(f(2) = f(y) = [(@®) = (7).

Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais z, ¢ tenkina

f@)f(t) = f(z) + f(t) +at — 1.
[LitMo 1994] Ar egzistuoja bent viena funkcija f : R — R tenkinanti lygti
F(f(@) =a*?
Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais x, y tenkina
f(fx—y) = flx) = fly) — f()f(x) —zy.

Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais =, y tenkina
(= y)*flz+y) = (@ +y)*flz—y).

Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais z, y tenkina

fla+ fy) = f(f(x) +y.

Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios tenkina f(1) = 1 ir su visais realiaisiais

x’y
flx+y)=3Yf(z)+2"- f(y)

[LitMo 2008] Funkcija f(x) apibrézta teigiamiems skai¢iams, jgyja teigiamasias

reikSmes ir su visais teigiamais x, y tenkina lygybe

F@)f ) = fay) + 1C)).
a.) Nurodykite bent tris tokias funkcijas.
b.) Irodykite, kad f(z) > 2, f(1) = 2.

c.) Irodykite, kad jei f(x) tenkina salyga, tai ja tenkina ir funkcija f2(x) — 2.
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17.

18.

19.

20.

21.

Raskite visas funkcijas f : Rt — RT su visais teigiamais z ir y tenkinancias
lygti
flzy) = flz +y).

Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais x ir y, nelygiais
nuliui, tenkina

fla+y)=f1/z+1/y).
[Brazil 1993] Raskite bent viena funkcija f : R — R su kiekvienu x € R tenki-
nancia
f(0)=01ir f(2z+1) =3f(x) + 5.
Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais z, y tenkina

F@®) = f(y°) = (&% + 2y + ) (f(2) — f(y)

Raskite visas funkcijas f : R — R tenkinancias lygybe f(x)? = 1 su kiekvienu
reR.

80



2.2. Funkcinés lygtys Algebra

2.2.2 Funkcijy tipai

Sioje uzduotyje panagrinésime jvarius funkcijy tipus, sutinkamus sprendziant funkci-
nes lygtis. Greiciausiai jau yra teke girdéti, kas yra lyginé, nelyginé, monotoniné ar
periodiné funkcija, tad per daug nesiplésdami prisiminkime tikslius apibrézimus.

Apibrézimas. Funkcija f : A — B, kur aibé A simetriné nulio atzvilgiu, vadinsime
lygine, jei Vx € A teisinga f(—z) = f(z), ir nelygine, jei Vo € A teisinga f(—x) =
—f().

Apibrézimas. Funkcija f : A — B vadinsime periodine, jei egzistuoja toks a € A, kad
fla+z) = f(z) Yz € A.

Apibrézimas. Funkcija f : A — B vadinsime monotonine, jei ji yra arba nedidéjanti,
arba nemazéjanti, t.y. arba f(z) < f(y) su visais x > y (z,y € A), arba f(z) > f(y)
su visais ¢ >y (z,y € A).

Atkreipsime démesj, kad didéjanti funkcija dazniausiai reiskia nemazéjanti (ir at-
virksc¢iai mazéjanti - nedidéjanti), todél yra vartojami terminai grieztai didéjanti ir
grieztai mazéjanti, norint pabrézti, jog funkcija negali buti pastovi.

Vos prisimine, lyginuma, nelyginuma, periodiskuma ir monotoniskuma is karto pa-
liksime nuosalyje ir pereisime prie injektyviy ir surjektyviy funkcijy nagrinéjimo. Vargu
ar suklysime teigdami, kad Sios dvi sagvokos yra centrinés sprendziant kiek sudétingesnes
olimpiadose sutinkamas funkcines lygtis, tad joms skirsime labai daug démesio.

Injektyvumas ir surjektyvumas

Funkcija vadinsime injektyvia, jei ji kiekvieng reikSme jgyja tik vieng karta. Daznai
sutinkamos injektyvios funkcijos yra tiesés f(z) = ax + b, a # 0 (ypa¢ f(z) = x ir
f(z) = —z), bet nesunku rasti ir daugiau pavyzdziy: f(z) =23, f(z) = 1, f(z) = "
Elementariausias neinjektyvios funkcijos pavyzdys - f(z) = 22. I8 ties - ji, pavyzdziui,
reikSme 1 jgyja du kartus: f(1) = f(—1) = 1.

Atkreipsime démesj, kad nagrinéjant injektyvuma yra svarbi apibrézimo sritis. Pa-
vyzdziui, nors f(x) = z? ir néra injektyvi visoje realiyjy tieséje, ji tokia tampa apribojus
apibrézimo sritj iki neneigiamy skaiciy.

Pateiksime formaly apibrézima, kurj, kaip pamatysime, labai patogu tiesiogiai tai-
kyti sprendziant funkcines lygtis:

Apibrézimas. Funkcija f : A — B vadinsime injektyvia, jei visiems a,b € A teisinga

fa) = f(b) = a=b.

Antroji savoka - surjektyvumas - apibudina funkcijas, kurios jgyja visas savo reiks-
miy srities reikSmes. Jei nagrinésime funkcijas f : R — R, tai surjektyviomis bus tos
pacios tiesés f(z) = ax+b, a # 0, arba, pavyzdziui, visi nelyginio laipsnio daugianariai.
Nesurjektyvios bus pavyzdziui f(z) = 22 ir f(z) = €%, nes nejgyja neigiamy reiksmiy.

Vélgi, apribojus reikSmiy sritj nesurjektyvi funkcija gali tapti surjektyvia, tad visada
reikia aiskiai suprasti, kas tiksliai yra apibrézimo ir kas yra reiksSmiy sritis kiekvienu
atveju ir po kiekvieno pertvarkymo.

Formalus surjektyvumo apibrézimas:
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Apibrézimas. Funkcija f : A — B vadinsime surjektyvia, jei kiekvienam b € B
egzistuoja toks a € A, kad f(a) =b.

Funkcija, kuri yra ir injektyvi, ir surjektyvi, vadinsime bijektyvia. Bijektyvi funkcija,
arba tiesiog bijekcija, kiekvienam apibrézimo srities elementui priskiria unikaly reiksmiy
srities elementa, ir kiekvienas reikSmiy srities elementas yra priskirtas. Kaip jau zZinote
(arba jei ne, tai nesunku suvokti), bijektyvi funkcija turi atvirkstine.

Panaudojimas

Panagrinékime keleta situacijy darydami prielaida, kad ieSkoma funkcija yra injektyvi
arba surjektyvi.

Pavyzdys. Raskite visas funkcijas f : R — R, tenkinancias lygt;

Si lygtis turi be galo daug sprendiniy, kuriy struktiira kiek komplikuota. Galite
pabandyti juos rasti.

Kas pasikeisty, jei zinotume, kad ieskoma funkcija yra injektyvi? Paziurékime - jei
funkcija injektyvi, tai i$ f(a) = f(b) seka, kad a = b su visais a, b. Siuo atveju vietoje
a stovi f(z), o vietoje b stovi z, todel is f(f(x)) = f(x) sekty f(x) = x su visais = -
lygtis iSsprestal

Kas atsitikty, jei zinotume, kad musy ieskoma funkcija yra surjektyvi? Surjektyvi
funkcija jgyja visas reiskmiy srities reiksSmes, Siuo atveju visus realiuosius skaicius. Jei
f(x) galéty buti bet koks realus skaicius, tai tuomet pazyméje f(z) = y gautume
f(y) =y su visais realiaisiais y - lygtis iSsprestal

Pavyzdys. Raskite visas funkcijas f : R — R, tenkinancias lygt;
fle+fly) = f(f(z)+y).

Jei zinotume, kad funkcija yra injektyvi, i$ karto gautume f(z + f(y)) = f(f(z) +
y) = =+ f(y) = f(z) +y, o tokia lygti jau spresti mokame. Uztenka jsistatyti,
pavyzdziui, y = 0 ir gauti f(z) = = + ¢, kur ¢ bet koks realus skaicius.

Pavyzdys. Raskite visas funkcijas f : R — R, tenkinancias lygt;

fla+ ) = fly* +2*f(y) +af ().

Jei zinotume, kad ieskoma funkcija injektyvi, uztekty jsistatyti x = 0 ir i$ lygties
f(f(y) = f(y?) gauti, kad f(y) = y? su visais y € R. Patikrine pastebétume, kad si
funkcija netinka, vadinasi sprendiniy nebtty.

Pavyzdys. Funkcija f: R — R tenkina lygt; f(f(x) + x) = x. Raskite f(0).

Jei zinotume, kad f yra surjektyvi funkcija, tai reiksty, kad egzistuoja toks a, kad
f(a) = 0 (kitaip sakant - nulis yra jgyjamas). Istate x = a, gautume f(f(a)+a) =a =
f(0+a)=a= 0=a, vadinasi a = 0, t.y. f(0) =0.

Sj uzdavinj galima buvo iSspresti ir kitaip - jsistacius z = 0 bei z = f(0), taciau
idéja, kuria pasinaudojome, yra daug bendresné ir neretai labai naudinga.

82



2.2. Funkcinés lygtys Algebra

Gavimas

Pamacius, kad kartais injektyvumas ir surjektyvumas tikrai yra naudingi, kyla klausi-
mas, kaip gauti, jog ieSkomos funkcijos pasizymeéty Sitomis savybémis. Pabandykime
pasiaiskinti.

Pavyzdys. Funkcija f : R — R tenkina lygti f(f(x)) = x. [rodykite, kad ji yra
injektyvi ir surjektyuvi.

Injektyvumas. Mums reikia jrodyti, kad jei f (a) = f(b), tai a = b. Pasirodo, tai
visai nesudétinga. Jei f(a) = f(b), tai ir f(f(a)) = f(f(b)) (funkcija nuo vienody
argumenty tikrai duoda vienodas reikSmes), bet kadangl f(f(a)) = air f(f(b)) = b,
tai aisku, kad a = b.

Surjektyvumas. Mums reikia jrodyti, kad kiekvienam a egzistuoja toks b, kad f(b) =
a. Bet paziurékime j lygti dar karta - jei jstatysime z = a gausime f(f(a)) = a, t.y. f
nuo kazko lygu a, vadinasi reik§mé a yra jgyjama. Siuo atvéju, zinoma, ieskomas b bus
lygus f(a), bet dazniausiai mums jis nelabai jdomus - pakanka Zinoti, kad egzistuoja.

Pavyzdys. Funkcija f: R — R tenkina lygt; f(x + f(y)) = f(x) +y. [rodykite, kad ji
yra injektyvi ir surjektyvi.

Injektyvumas. Mums reikia jrodyti, kad jei f(a) = f(b), tai a = b. Pasinaudosime
laisvu kintamuoju y: perrase lygti y = f(z + f(y)) — f(x) ir vietoje y paeiliui jstate a
ir b gauname, kad desiniosios pusés bus vienodos (nes f(a) = f(b)), todél vienodomis
turés buti ir kairiosios.

Surjektyvumas. Mums rekia jrodyti, kad funkcija jgyja visas reikSmes. Laisvas
kintamasis y ¢ia taip pat pravers, nes jis gali jgyti bet kokiag reikSme. IS paziuros lyg
ir trukdo f(z), bet lengvai galime jj apeiti - jstate x = 0 gausime f(f(y)) = f(0) + .
Kadangi f(0) yra skaicius, o y igyja visas reiksmes, tai ir f(0) + y igyja visas reikSmes.
I8 ¢ia jau aisku, kad ir funkcija jas visas jgis.

Pavyzdys. Funkcijos f,g : R — R tenkina lygt; f(g(x)) = x. [rodykite, kad g yra
injektyvi, o f surjektyvi.

Jei dvi funkcijos vienoje lygtyje neisgasdina, tai sprendimas akivaizdus. Injektyvu-
mas - jei g(a) = g(b), taiir f(g(a)) = f(g(b)) = a = b. Surjektyvumas dar paprastesnis,
mat kiekvienam a teisinga f(g(a)) = a, taigi f reikSme a jgyja.

Taigi, bendru atveju, strategija paprasta. Norédami jrodyti ieSkomos funkcijos in-
jektyvuma tariame, kad f(a) = f(b), ir statomes a ir b j lygti, tikédamiesi kokiu nors
budu gauti @ = b. Norédami jrodyti surjektyvuma bandome gauti f nuo bet kokio argu-
mento lygig reiskiniui, kuris gali jgyti visas reikSmes. Abi strategijos yra gana bendros
ir atskiru atveju jas pritaikyti gali buti gana sudétinga, tad nusiteikite pakovoti dél siy
naudingy funkcijos savybiy.

Pavyzdziai

Pavyzdys 6. Raskite visas funkcijas f : R — R su visomis x ir y reiksmémis tenki-
nancias

F(f(@)+y) =22+ f(f(y) — ).
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Sprendimas. Istatykime y = —f(x), gausime, kad su visais x teisinga f(0) — 2z =
f(f(y) — x), vadinasi, funkcija surjektyvi. Irodysime, kad funkcija yra ir injektyvi. Jei
ji tokia néra, tai egzistuoja tokie a, b, kad f(a) = f(b) ir a # b. Istatykime y = a ir
y = b, gausime

f(f(x) +a) =2z + f(f(a) — @),

f(f(x)+b) =22+ f(f(b) — )
ir is ¢ia

f(f(@) +a) = f(f(z) +D).

Kandangi funkcija surjektyvi, tai gauname

fle+a)=flx+b) = fz) = flz+(b—a)).

Pazyméje b — a = r gauname, kad funkcija periodiné su periodu r # 0. Taciau jstate
x =y = r | prading lygti, gauname f(f(r)) = 2r+ f(f(r)) = r = 0, priestara. Gavome,
kad funkcija turi buti injektyvi, ir jstate z = 0 gauname f(y) =y + c. A

Pavyzdys 7. Raskite visas funkcijas f : R — R su visais realiaisiais x, y tenkinancias
lygti
flay + f(2)) = zf(y) + f(2).

Sprendimas. Pabandykime jrodyti, kad funkcija injektyvi. Tam pasinaudosime labai
elegantiska idéja - sukeisime vietomis kintamuosius:

flzy+ f(y) = yf(x) + f(y)

Jei tarsime, kad f(z) = f(y), tai gautos ir pradinés lygéiy kairiosios pusés bus lygios,
vadinasi, turés buti lygios ir desiniosios:

zf(y) + f(x) =yf(z)+ fly) = fly)(z—1)=f(x)(y—1).

IS ¢ia gauname, kad funkcija visas reikSmes jgyja po vieng karta, isskyrus, galbut, nulj
(nes jei f(z) #0, tai f(z) = f(y) = z=y).

Naturalus sprendimo tesinys, patyrinéti, kas atsitinka, kai funkcija jgyja nulj keliuo-
se taskuose, tad tarkime, kad f(xg) = 0 ir xg # 0. Isistatykime x = zg,y = 1, gausime
f(1) =0. Istate y = 1, gausime f(x+ f(x)) = f(x). Jei kokiam nors taske f(z) # 0, tai,
kaip jau zinome, tame taske funkcija yra injektyvi, bet tada x+ f(z) =2 = f(x) =0
- priestara. Vadinasi, jei funkcija jgyja reikSme 0 ne tik nulyje, tai ji tapaciai lygi nuliui.

Liko iSnagrinéti atvejj, kai funkcija nulj jgyja tik nulyje. Tuomet zinome, kad funk-
cija injektyvi. Istate x = 0 gauname f(f(0)) = f(0) = f(0) = 0, istate y = 0
gauname f(f(2)) = f() = f(z) = . A

Uzdaviniai

1. TIrodykite, kad grieztai didéjanti funkcija yra injektyvi. Ar butinai bijektyvi
funkcija turi buti monotoniska?
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2. Ar funkcija f : R — R tenkinanti lygti f(z+vy) = f(2?)+ f(y?) su visais z,y € R
gali buti injektyvi?

&

Irodykite, kad funkcija f : R — R tenkinanti lygti f(z +vy) = zf(y?) + yf(2?)
yra nelyginé.

4. Raskite visas lygines monotonines ir lygines injektyvias funkcijas. Raskite bent
viena lygine surjektyvia funkcija.

5. Zinome, kad f : Rt — R¥ tenkina f(z) < 1 su visais z € R ir f(z+1)f%(y) =
f(z). Trodykite, kad f didéjanti. (R ¢ia ir toliau Zymi teigiamus realiuosius)

o

Funkcija f : R — R tenkina lygti f(zf(x)) = x ir yra surjektyvi. Raskite f(1).

7. Raskite visas didéjancias funkcijas f : R — R tenkinancias lygti f(f(x)) = =.

oo

Tegu f : R — R yra injektyvi ir su visais « tenkina
f(x)f(1 —x) = f(az +0).
Irodykite, kad a =0, f(1 —b) =1 ir kad f néra surjektyvi.

9. Raskite visas grieztai didéjancias funkcijas f : R — R su visais x,y € R tenki-
nancias lygybe
flx+ fy) = f(z +y) + 2005.

10. Raskite visas funkcijas f : RT™ — R™ su visais z,y € RT tenkinandias lygybe
(« +y)f(f(@)y) =2 F(f(z) + f(y)).
11. Raskite visas funkcijas f : RT™ — R™ su visais z,y € RT tenkinandias lygybe

(z+y)f(yf (@) = 2*(f(2) + £())-

12. Raskite visas funkcijas f,g : R — R, kur g yra bijekcija ir kurios su visais
realiaisiais x, y tenkina

flg(@) +y) =g(f(y) + ).
13. Raskite visas funkcijas f : R — R su visais x,y € R tenkinancias lygybe

flet+y+ flay) = F(f(z+y)) +zy.

14.  Trodykite, kad néra funkcijuy f,g : R — R su visais realiaisiais = tenkinanciy

lygybes
g(f(zx)) =23 ir f(g(z)) = 22

15.  Tegu funkcija f : R — R su visais realiaisiais « tenkina lygti

Af(f(z)) =2f(z) + =
Irodykite, kad f(x) = 0 tada ir tik tada, kai = = 0.
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16. Raskite visas funkcijas f : RT™ — R™ su visais z,y € RT tenkinanédias lygybe S
@) fyf(z) = flz+y).
17. Raskite visas funkcijas f : R™ — RT tenkinancias lygybe S

fl@+yf(z) = f(2)f(y), Yo,y € R,
jei zinome, jog egzistuoja tik baigtinis skaic¢ius tokiy x € R, kad f(z) = 1.

18. Raskite visas funkcijas f : R — R su visais realiaisiais x, y tenkinancias lygti S
fW)+ fl@+ fy) =y+ f(f(@)+ F(fW))

19. Raskite visas funkcijas f : R — R su visais realiaisiais z, y tenkinancias lygtj S
F(f2 (@) + f(y) = af(2) +y.

20. Raskite visas funkcijas f : R — R su visais realiaisiais z, y tenkinancias lygti S
flaf(@)+ f(y) = fA(2) +y.

21. Raskite visas funkcijas f, g, h : R — R, kurios su visais realiaisiais z, y, z tenkina .S

F(Mg(@) +y) +9(z+ F(y) = hy) + 9(y + f(2)) + .
22. Raskite visas funkcijas f : R — R su visais realiaisiais x, y tenkinancias lygti .S
fl@® +ay+ f(y)) = f2(2) +af(y) +y.
23. Raskite visas funkcijas f : R — R su visais realiaisiais x, y tenkinancias lygti .S
F(f(@) = f(y) = (x —y)*f(z +y).
24. Raskite visas funkcijas f, g : R — R, kurios su visais realiaisiais =, y tenkina S

flzgly+1))+y=xf(y) + flx+g(y))

f(0) +9(0) = 0.

25. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais x, y tenkina S
f@®+ fy)) =y +af(z).

26. [IMO 1992] Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais =, y S
tenkina

f@+ ) =y + f(2).
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Raskite visas funkcijas f : R — R su visomis « ir y reikSmémis tenkinancias
fla+ flzy)) = fz+ f(2)f(y) = f(z) + 2f(y).
Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais z, y tenkina
fafy) + flyf(z)) = 2zy.
*Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais x, y tenkina
Flaf(y) = 1 —y)fzy) + 2%y f(y).
*Raskite visas funkcijas f : R™ — RT, kurios su visais realiaisiais x, y tenkina

flz+f(y) = flz+y) + f(y).

*[Japan 2008] Raskite visas funkcijas f : R — R su visais realiaisiais z, y tenki-
nancias lygtj

e +y)f(f(2) —y) = 2f(x) —yf(y)

*Raskite visas funkcijas f : R — R su visais realiaisiais z, y tenkinancias lygtj
f@+y+ flzy) =2y + fle+y).

*[Brazil 2006] Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visais realiaisiais z, y
tenkina

f@f(y) + () = 2f(z) + y.

*[Dan Barbilian 2005] Tegu f : Rt — R™ yra nelygi konstantai funkcija su visais
x,y,z € RT tenkinanti

f@) fyf(@)f(zf(x+y) = flz+y+2)
Irodykite, kad f yra injektyvi ir raskite visas tokias funkcijas.

*Raskite visas funkcijas f : RT™ — RT, kurios su visais teigiamais z, y tenkina

d (yf{gzr 1> N xf(ya; +1
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2.2. Funkcinés lygtys Algebra

2.2.3 Cauchy funkciné lygtis

Sprendziant sudétingas funkcines lygtis daznai susiduriama su lygtimi:

flz+y) = f(x)+ fy)

Si lygtis vadinama Cauchy funkcine lygtimi. Ja nesudétinga iSspresti jei ieskosime
funkcijy, kuriy apibrézimo sritis racionalieji skaiciai. Ta ir padarykime:

Teorema. Jei f : Q — R tenkina lygt; f(z+y) = f(x)+ f(y) su visais racionaliaisiais
x iry, tai f - tiesiné, t.y. f(q) = kq visiems q € Q, kur k € R - konstanta.

Irodymas. Istate y = x, gausime f(2x) = 2f(x). Istate y = 2x, gausime f(3x) = 3f(x).
Taip tesdami toliau, po nesudétingos indukcijos turésime

f(nz) = nf(x).

I sia lygybe istate x = % gausime % =f (%) Tada, pradinéje lygtyje imdami x =

oy = %, %, % ir t.t., vél po paprastos indukcijos isreiksime:

1

n’

m 1 m

—)=mf(=)=f(1)—
1) =mf) = 1™,
kur m ir n - bet kokie naturalieji skaiciai, vadinasi, 7* - bet koks teigiamas racionalusis.

Tada, pazymeéje f(1) = k, gausime
f(q) = kq,

kur k - realioji konstanta, o g - bet koks teigiamas racionalusis. Kita vertus, pradinéje
lygtyje paéme y = 0 ir y = —z, gausime f(0) = 0 ir f(—z) = —f(x) Vz € R, taigi,
f(q) = kq bus lygties sprendinys ir neigiamiems racionaliesiems. O

Deja, jei pradine salyga f : Q — R pakeisime | f : R — R, tai Cauchy funkci-
ne lygtj iSspresti pasidarys labai sudétinga. Racionaliesiems skaiciams ir toliau galios
f(q) = kq, tad buty visai naturalu manyti, kad f(z) = kx visiem realiesiems z, ta-
¢iau jrodyta, kad egzistuoja begalybé labai neelementariy, netiesiniy sprendiniy. Jy
egzistencija priimsime be jrodymo ir Zvilgtelsime j labai svarbig Siy sprendiniy savybe:
Teorema. Tarkime, turime funkcijg f : R — R, kuri tenkina Cauchy funkcine lygts ir
f(q) = q visiems q € Q, o kazkokiam o € R : f(«) # «. Duoti trys skaiciai x,y,r € Q,
r >0,z #y. Jei (z,y) pazymésime apskritimo centro kordinates, o r - jo spindulj, tai
nesvarbu, kokius x,y,r parinksime, tame apskritime visados galésime rasti funkcijos f
grafiko taskq.

Jrodymas. Tarkime, kad f(a) = o+ 0, § # 0. Pazymékime § = 3. Aisku, kad

imanoma pasirinkti tokj racionaly skai¢iu b # 0, kad: |5 — b| < ﬁ, ir tokj racionaly

skaiiy a, kad: |a —a| < 3 Pazymekime X =z + b(aw — a). Tada
f(X) = [z +b(a—a))
=z +bf(a) —bf(a)
=y—08+bla+d)—ba
=y+bla—a)—06(B8-0).
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Aisku, kad zx —r < X <z +riry—r < f(X) < y+r, todeél taskas (X, f(X)) bus
misy apskritimo viduje. O

Pastaba. Nors teorema jrodéme tik atveju, kai f(q) = ¢ visiems ¢ € Q, nesunku jsiti-
kinti, kad teorema galios ir bendru atveju, kai f(q) = kq.

Jei sugebétume nupiesti Cauchy lygties netiesinio sprendinio grafika, tokio grafiko
tasky galétume rasti, kur tik sugalvotume, visoje begalinéje plokstumoje - iSties labai
zavu ir grazu, bet taip pat aisku, kad rimtai sprendziant uzdavinius, geriau su Siais
sprendiniais neprasidéti. Jei turime funkcijag i$ realiyjy j realiuosius ir lygtis susiveda j
Cauchy lygti, reikia ieskoti kazkokiy papildomy salygu, kurios leisty atmesti ,zaviuo-
sius” Cauchy lygties sprendinius.

Papildomos salygos

Naudodamiesi paskutinigja teorema nesunkiai galime sugalvoti keleta salygy, leisianciy
atmesti imantriuosius netiesinius sprendinius. Tarkime, f : R — R - funkcija visiems
realiesiems tenkinanti Cauchy funkcine lygtj. Tada:

Teorema. Jei egzistuoja intervalas (a,b), kuriame funkcija f aprézta (t.y. f(x) > m
arba f(x) < M su visomis x € (a,b) retk§mémis, m, M - konstantos), tai f - tiesiné.

Irodymas. 1S tikryjy, iS antrosios teoremos seka, kad jei f - netiesiné, tai ji gali bet
kuriame intervale jgyti reikSme i$ bet kokio musy norimo intervalo, vadinasi, jei f yra
apribota kazkokiame intervale, tai ji gali buti tik tiesiné. O

Teorema. Jei egzistuoja intervalas, kuriame f yra monotoniné, tai f - tiesiné.

Irodymas. Jei f - monotoniné kazkokiame intervale (jei intervalas neuzdaras, tai galime
paimti kokia nors jo uzdara dalj), tai tame intervale ji bus ir aprézta - egzistuos jos
maksimumas arba minimumas, taigi, ji gali buti tik tiesiné. O

Teorema. Jei egzistuoja intervalas, kuriame [ yra tolydi, tai f - tiesiné.

Irodymas. Jei f - tolydi kazkokiame intervale (jei intervalas neuzdaras, tai galime paimti
kokig nors jo uzdara dalj), tai tame intervale ji ir aprézta, taigi, ji gali buti tik tiesine. [

Trys pastarosios teoremos - klasikiniai, gerai zinomi faktai. Naudojant jas kokioje
nors rimtoje olimpiadoje jrodyti ju nebiitina.

Pavyzdziai

Pavyzdys 8. Raskite visas funkcijas f : Q — R, kurios su visomis racionaliyjy skaiciy,
poromis x iry tenkina f(x +y) = f(z) + f(y) + zy(z + ).

Sprendimas. Pakeiskime - f(x) = g(z) + % Istate i pradine lygti gausime g(z + y) =
g(x) + g(y), t.y. Cauchy funkcine lygtj racionaliesiems skaic¢iams. Gauname g(z) = kz,
kur k - kazkokia realioji konstanta, o tada f(z) = kx + % VAN

Pavyzdys 9. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visomis realiyjy skaiciy
poromis x iry tenkina f(x+vy) = f(x)+ f(y), ir su visais x # 0 tenkina f(x)f(%) = 1.

xT
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Sprendimas. Turime Cauchy funkcine lygtj realiesiems skaic¢iams, taigi, iS duotosios

salygos f(x)f (%) = 1 reikia iSpesti ka nors naudingo. IS Sios salygos iSplaukia, kad f(z)
ir f (%) yra vienodo zZenklo, t.y. abu neigiami arba teigiami. [state i Cauchy lygti y = %

gausime:
Fa+ D= 7@+ 1) > 2 @) 1) =2

Reiskinys x + %, kei¢iant x, jgauna bet kokia reiksme i$ intervalo [2,+00), vadinasi
intervale [2,4+00) f(z) > 2, arba f(x) < —2. Gavome, kad funkcija Siame intervale yra
savotiskai aprézta (nejgauna reiksmiy is intervalo (—2,2)), tad galime atmesti netiesi-
nius Cauchy lygties sprendinius. Belieka | antra salyga istatyti f(z) = kx. Gausime
k =1 arba k = —1, ir, nesunku patikrinti, kad sprendiniai f(z) = x ir f(z) = —z tiks.

AN

Pavyzdys 10. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visomis realiyjy skaiciy
poromis x ir y tenkina f(xy) = f(z)f(y) ir f(z +y) = f(x) + f(y).

Sprendimas. Pirmoje lygtyje pakeite y = z gausime, kad f(2?) = f(x)?, vadinasi,
visiems neneigiamiems x, f(z) > 0 ir intervale [0,+o00) funkcija yra aprézta. Tada
f(x) = kx. Patikring randame, kad tiks tik k& = 1. A

Pavyzdys 11. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visomis realiyjy skaiciy,
poromis x iry tenkina f(xy) = f(x)f(y) ir intervale (0, +00) yra monotoniskos.

Sprendimas. Statykime x = y = 0, gausime f(0) = 0, arba f(0) = 1. Jei f(0) = 1, tai
isistate x = 0 gausime f(x) = 1 visiems x, tad nagrinékime atvejj, kai f(0) = 0.
Tarkime, kad egzistuoja z # 0, toks, kad f(z) = 0. Tada pradingje lygtyje paéme
r =7 ir y = z gausime f(y) = 0 visiems y.
Belieka isnagrinéti atvejj, kai f(0) = 0 ir su jokia kita reikSme funkcija nelygi nuliui.
Pradinéje lygtyje istate y = x gausime, kad f(2?) = f(x)?, arba f(x) > 0, kai > 0.
Vadinasi teigiamiems x,y galios:

In f(zy) =In f(z)f(y) = In f(x) +In f(y).

Pazymeéje In f(z) = g(z), gausime g(xy) = g(x) + g(y). Aisku, kad ir funkcija g yra
monotoniska. Kintamieji x ir y teigiami, taigi galime pakeisti x = ¥, y = e¥. Gausime

g(e™™¥) = g(e”) + g(e).
Pazymeéje dar karta h(z) = g(e”*), gausime, kad h - monotoniné ir jai galioja
hz +y) = h(z) + h(y),

taigi h(z) = kx. Lieka grizti atgal - g(e®) = kx, kur pakeite x = Inx, gausime g(x) =
klnz = Inz*. Vadinasi, In f(z) = Inz¥, arba f(x) = 2%, kur k - kazkoks realusis, o x -
teigiamas.

Lieka rasti tik reikSmes neigiamiems skaiciams. Statykime j pagrindine lygti x =
y = —1, gausime f(—1) = —1, arba f(—1) = 1. Tuomet jsistate i lygti y = —1
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gausime f(z) = —f(—x), arba f(x) = —f(z). Pirmu atveju neigiamiems x gausime
f(x) = z|z|*1, antruoju: f(z) = |z|*. Taigi, visus sprendinius galime uzrasyti taip:

kx>0, zk, x>0,
fz) =0, fle)=4 0, z=0, flz) = 0, =x=0,
lz|®, 2 < 0; z|z|F-t, x <.

A

Prie sio pavyzdzio galétume paminéti dar dvi daznai pasitaikancias paprastesnes,
vadinamasias "Cauchy tipo" lygtis - t(z + y) = t(x)t(y) ir z(zy) = z(z) + 2(y). Turint
atitinkamus apribojimus (tolydumas, monotoniskumas (apréztumas netiks, nes darant
ketinius jis dingsta)) ju sprendiniai yra atitinkamai ¢(z) = a® ir z(z) = log,x, ir spren-
dziamos jos analogiskais keitiniais.

Uzdaviniai

1. Raskite visas funkcijas f : Q — R, kurios su visomis racionaliyjy skaic¢iy poromis
x ir y tenkina f(x +y) = f(z) + f(y) + 2zy.

2. Raskite visas funkcijas f : Q — R, kurios su visomis racionaliyjy skaiciy poromis
x ir y tenkina f(x + f(y)) = f(z +1) + y.

3. Raskite visus tolydziy funkcijy f, g, h : R — R trejetus, kurie su visomis realiyju
skai¢iy poromis z ir y tenkina f(z + y) = g(x) + h(y).

4. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visomis realiyjy skaic¢iy poromis x
ir y tenkina f(zy) = f(z)f(y) — f(x +y) + 1.

5. Raskite visas funkcijas f : R — [0,4+00), kurios su visomis realiyjy skai¢iy
poromis z ir y tenkina f(z? +32) = f(2? — y?) + f(2yx).

6. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios su visomis realiyjuy skaic¢iy poromis x
ir y ir 2 < n € N tenkina f(2" + f(y)) = f"(z) +y.

7. Raskite visus funkcijy f, g : R — R dvejetus tokius, kad:

a) Jeix <y, f(z) < f(y).
b) Visoms realiyjy poroms z ir y galioja f(zy) = g(y)f(z) + f(y).

8. Raskite visas funkcijas u : R — R, kurioms egzistuoja tokia grieztai monotoniné
funkcija f : R — R, kad visoms realiyjy poroms z ir y yra teisinga lygybé f(z +

y) = u(y)f(z) + f(y).

9. Raskite visas funkcijas f : (—1,1) — R, kurios su visomis realiyjy skai¢iy poromis

z+y ) = f(@)f(y)

I4zy/ = |14yl

x ir y tenkina f( ir yra tolydzios.
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3 SKYRIUS
KOMBINATORIKA

3.1 Matematiniai zaidimai

Siame skyriuje nagrinésime dviejy zaidéjy matematinius zaidimus. Dazniausiai pasitai-
kanti tokiy uzdaviniy sprendimo strategija yra visy galimy zaidimo pozicijy padalinimas
i dvi dalis, vadinamas laimin¢iosiomis pozicijomis ir pralaiminéiosiomis pozicijomis. Zai-
déjas, budamas laiminéiojoje pozicijoje visuomet gali paeiti taip, kad varzovas atsidurty
pralaiminéioje pozicijoje. Sis, savo ruoztu, yra pasmerktas po bet kurio éjimo pastaty-
ti varzova ] laiminciaja. Laiminc¢iosioms pozijoms, zinoma, turi priklausyti ir zaidima
pergale uzbaigiancios pozicijos, ar bent jau (jei zaidziama iki kol kuris nors zaidéjas
nebegalés padaryti éjimo) jos turi garantuoti, kad zaidéjas éjima padaryti visuomet
galés.

Pavyzdziai apsilimui
Pavyzdys 1. Ant stalo yra n akmenuky. Zaidéjas gali nuimti bet kokj akmenuky skaiciy

ne didesnj uz k. Zaidéjai A ir B éfimus atlieka pakaitomis, pradeda A. Laimi tas
zZaidéjas, kuris nuimg paskuting akmenukqg. Kuris Zaidéjas laimési su atitinkamais n?

Nagrinékime zaidimus su nedideliais n. Jei n < k+ 1, tada laimés A. Jein = k+1,
tada laimi B. Dabar jau nesunku pastebéti, kad jeigu akmenuky skaic¢ius néra k£ + 1
kartotinis, tada zaidéjas gali ji tokiu padaryti nuimdamas reikiamg kiekj akmenukuy,
o zaidéjas gaves k + 1 kartotinj, negali nuimti tiek akmenuky, kad gauty kita k 4+ 1
kartotinj. Jei n néra k + 1 kartotinis, tada A visada galés po savo éjimo palikti k + 1
kartotinj skaic¢iy akmenuky, o kadangi 0 yra butent toks, tai jis ir laimés zaidima. Jei
n yra k 4+ 1 kartotinis, panasiai zaisdamas laimi B.

Pastaba. Siame pavyzdyje visi galimi akmenuky kiekiai padalinami j dvi grupes. Pir-
mojoje grupéje yra k+ 1 kartotiniai (1), antrojoje - like skaiciai (2). I$ (2) visada galima
patekti i (1), o bet koks éjimas i$ (1) veda j (2).
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Pavyzdys 2. Ant stalo yra n akmenuky. Zaidéjas gali pasalinti 2™ akmenuky, kur m
yra svetkasis neneigiamas skaicius. Kuris Zaidéjas laimés dabar?

Jein =1 (mod 3) arba n = 2 (mod 3) tada A pasalindamas atitinkamai 1 arba
2 akmenukus gaus skaic¢iy daly i$ trijy, o antrasis zaidéjas, negalédamas atimti trejeto
kartotinio, gaus nedaly is trijy. Kadangi 0 yra dalus i$ trijy, tai zaidimg laimés A. Jei
n =0 (mod 3) zaidima laimi B.
Pastaba. Siame pavyzdyje visi galimi akmenuky kiekiai padalinami j dvi grupes. Pir-
mojoje grupéje yra 3 kartotiniai (1), antrojoje - like skaic¢iai (2). IS (2) visada galima
patekti i (1), o bet koks éjimas i$ (1) veda j (2).

Pavyzdys 3. Ant stalo yra n akmenuky. Zaidéjas gali pasalinti bet kokj pirming skaiciy
arba vieng akmenukq. Kaip Zaidimas vyks dabar?

Jei n néra keturiy kartotinis, tai laimi pirmasis zaidéjas nuimdamas tiek akmenukuy,
kad gauty keturiy kartotinj. Jei n yra keturiy kartotinis, laimi antrasis zaidéjas.

Pavyzdys 4. Ant stalo yra n akmenuky. Zaidéjas gali pasalinti p" akmenuky, kur p
bet koks pirminis, o n neneigiamas sveikasis skaicius. Kaip Zaidimas vyks dabar?

6 yra maziausias skaicCius, kuris néra pirminio skaic¢iaus laipsnis. Jei n yra nedalus
i$ Sesiy, tada A gali ji padaryti tokj ir taip uzsitikrinti, kad pats negaus Sesiy kartotinio.
A laimés zaidimg. Jei n yra SesSiy kartotinis panasiai zaisdamas laimi B

Jei zaidéjas A VISADA gali atlikti tokj éjima, po kurio B negali vienu é¢jimu laiméti
zaidimo, tai B NIEKADA ir nelaimés. Jei zaidimas kada nors baigsis, tai pergale sves

A.

Simetrija
Daznai pasitaikanti strategija olimpiadiniuose uzdaviniuose yra simetrija. Jei zaidimo
laukas turi simetrijos asj ar centra, zaidéjas gali suskirstyti visg lauka j simetrisky éjimy
poras. Zaidéjui A atlikus viena éjima i Sios poros, zaidéjui B tereikia atlikti antrajj.
Taip jis uzsitikrina, kad po kiekvieno priesininko éjimo jis galés atlikti dar bent vieng
€jima.

Pavyzdys 5. Zaidéjai A ir B staciakampéje lenteléje 2 x n paeiliui spalvina po vieng
langely arba du bendrg sieng turincius langelius. Nuspalvinto langelio spalvinti nebegali-
ma. Pralaimi tas Zaidéjas, kuris nebegali atlikti éjimo. Nurodykite, kuris Zaidéjas turés
laiminciq strategijg su atitinkamais n.

Kai n yra nelyginis, tai A pirmu éjimu spalvina du centrinius langelius. Sie langeliai
lentos tampa simetrijos asimi. Kiekvienas lentelés langelis turi sau simetriska, jie yra
suskirstyti j poras. Dabar po bet kurio B éjimo A galés atlikti simetriska é¢jima centriniy
langeliy atzvilgiu. A zaidéjas niekada nepralaimés. Kadangi langeliy skaiCius baigtinis
ir kiekvienu éjimu sumazéja, tad zaidimas yra baigtinis. IS Siy dviejy teiginiy seka, kad
pirmasis zaidéjas turi laimincéiaja strategija.

Kai n yra lyginis, tada, kad ir kokj éjima atlikty A, B galés atlikti simetriska éjima
lentelés centro, atzvilgiu. Kadangi zaidimas baigtinis, B turés laiminciaja strategija.
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Pavyzdys 6. Zaidimo erdvé yra apvalus stalas. Zaidéjai A ir B pakaitomis deda iden-
tiskas monetas ant stalo. Monetos negali persidengti. Pralaimi Zaidéjas,kuris nebegals
atlikti éjimo. [rodykite, kad Zaidimqg laimés A.

Pirmu éjimu A deda monetg taip, kad jos centras sutapty su stalo centru, o véliau
deda monetas simetriskai B padétoms centrinés monetos atzvilgiu.

Pavyzdys 7. Apskritime pazyméta n tasky is eilés sunumeruoty skaiciais 1,2...,n.
Sis apskritimas yra Zaidimo A(n) erdvé. Du Zaidéjai P ir L paeilivi bréZia po stygq,
Jungiancig du taskus, kuriy numeriat yra vienodo lyginumo. Pradeda P. LeidZiama
Jungti tik taskus, kurie néra sujungti su né vienu kitu. Nubréztos stygos negali kirstis.
Pralaimi tas Zaidéjas, kuris negali atlikti éjimo. Kuris Zaidéjas laimi su atitinkamais
n?

Jeigu iskart nesimato, kaip spresti uzdavinj, pravartu pabandyti paprastesnius at-
vejus. Lengva suprasti, kad zaidimus A(1) ir A(2) zaidéjas P pralaimi, zaidimus A(3)
ir A(4) - laimi. Zaidima A(5) laimi P sujungdamas 1 ir 3 taskus.

Galime jsivaizduoti, kad taskai (nekei¢iant ju tarpusavio padéties) yra isdélioti tai-
syklingojo n-kampio virSunése; tai zaidimo eigai ir baigciai jtakos neturi.

Nagrinésime zaidimus A(n), kai n = 4k. Parodysime, kad juos laimi P. Apskritimo
taskai priklausantys vienam skersmesniui yra vadinami diametraliai priesingais. Siuo
atveju visy diametraliai priesingy tasky lyginumas yra vienodas. Pirmo éjimo metu
P tereikia sujungti bet kuriuos diametraliai prieSingus taskus. Nubréztas skersmuo
tampa apskritimo simetrijos asimi. Kiekvienas taskas turi sau simetriska Sio skersmens
atzvilgiu, suskirstome simetriskus taskus j poras. Pastebime, kad L negali brézti stygos
is karto per du vienos poros taskus, kitaip si kirsty simetrijos asj. I kiekviena L nubrézta
styga P atsako simetriska Siai skersmens atzvilgiu, parodysim, kad jis visada galés tai
padaryti. P taktika garantuoja, kad po kiekvieno jo éjimo arba abu poros taskai yra
laisvi arba per abu eina po styga (1). Tarkime, kad L sujungia taskus A ir B, jiems
simetriski atitnkamai yra C ir D (jie yra tikrai laisvi pagal (1)). Tarkime, kad P negali
sujungti tasky C ir D, tada tarp ju yra taskas E ir styga CD kerta styga EF. Bet jau
yra nubrézta styga simetriska CF (1), o $i kerta AB. Gavome priestara. Zaidima laimi
P.

Kada n = 4k + 2, laimi L. Dabar diametraliai priesingy tasky lyginumas yra skir-
tingas. L suskirsto diametraliai priesingus taskus i poras. Jei P brézia styga per A ir
B, tai L atsako styga einancia per diametraliai Siems priesingus taskus C ir D. P negali
brézti stygos per abu poros taskus, nes siy lyginumas skiriasi. L strategija garantuoja,
kad po kiekvieno jo éjimo arba abu poros taskai yra panaudoti arba abu yra laisvi (1).
Tarkime, kad Si strategija negarantuoja L pergalés. P paskutiniu é¢jimu brézia styga per
A ir B, C ir D yra Siems diametraliai priesingi ir jie abu yra laisvi pagal (1). Vadinasi
tarp ju yra taskas E, o styga EF kerta CD. Bet jau yra nubrézta styga per taska diamet-
raliai priesinga E (1) ir ji kerta tiese AB. Priestara. P bus zaidéjas, kuriam pirmajam
pritruks éjimy. Laimeés L.

Kada n = 4k + 1, laimi P. Savo pirmu éjimu jis sujungia n ir n — 2. Kartu is
tolimesnio zaidimo iskrinta taskas n — 1. Viso lieka 4k +1 —3 = 4(k — 1) + 2 tasky, o
$j atvejj jau iSnagrinéjome aukséiau.

Kada n = 4k + 3, laimi P. Savo pirmuoju éjimu jis sujungia 2k + 1 ir 2k + 3,
kartu is zaidimo iskrinta 2k 4 2. Lieka 4k tasky, tarp kuriy negalima nubrézti né vieno

94



3.1. Matematiniai zaidimai Kombinatorika

skersmens, tad zaidziama kaip atveju su 4k + 2 tasky.

Pavyzdys 8. (Leningradas 1989) Du Zaidéjai A ir B Zaidzia Zaidimag ant 10 x 10 lentos.
Zaidéjas gali jrasyti pliusg arba minusq j tuscig lentelés langelj. Pradeda A. Jeigu po
Zaidéjo éjimo atsiranda trys is eilés einantys langeliai (horizontaliai, vertikaliai arba
istrizai) su vienodais Zenklais, Zaidéjas laimi. Ar kuris nors Zaidéjas turi laimincigjq
strategijq? Jei taip, tai kuris?

B turi laiminciaja strategija. Jeigu jis gali vienu éjimu laiméti, tai jis nesivarzydamas
tai padarys. Kitu atveju jis jraso priesinga zenkla padétam A j simetriska langelj centro
atzvilgiu. Nesunku jsitikinti, kad taip zaidziant A zaidéjas niekada negalés laiméti.
Belieka jrodyti, kad B tai galés padaryti visada. Nagrinékime centrinj kvadrata 4 x 4
po to, kai A j centrinj 2 x 2 jragé antrajj savo zenkla. Dabar jame greta yra jrasyti du
vienodi Zenklai. Turédami omenyje, kad A negali laiméti Sio zaidimo, nesunkiai galime
parodyti, kad B visada laimés. Pabandykite tai padaryti patys.

Netiesioginiai sprendimai (non-constructive)

Nagrinétuose uzdaviniuose mes pateikéme strategijas, kuriomis vadovaudamasis A ar-
ba B visada galés laiméti zaidima. Taciau kartais tai daryti yra visai nebutina. Jei
klausiama, ar zaidéjas A visada gali laiméti, mums nereikia nurodyti budo, kaip A tai
gali padaryti. Uztenka parodyti, kad A galiausiai pasieks pergale. Tokie sprendimai,
nesitlantys algoritmo pergalei pasiekti, vadinami netiesioginiais sprendimais.

Pavyzdys 9. Zaidéjai A ir B pakaitomis lentoje raso sveikuosius teigiamus skaicius
ne didesnius uz p. DraudzZiama rasyti skaicius, kurie dalija nors vieng is jou uZrasyty.
Pralaimi tas, kuris nebegali atlikti éjimo. Kas laimi atveju p =107 p = 10007

Abiem atvejais laimi A. Pirmuoju atveju A uzraso 6. Tada B gali rasyti tik skai¢ius
is pory (4,5), (10,8), (9,7) ir A visada gali uzrasyti antrajj skai¢iy is tos poros.

Nagrinédami §j zadima pastebime, kad vienas skaicius ¢ia ypatingas. Tai yra 1. B
niekada negali jo parasyti, tai gali atlikti tik A ir tik pirmuoju éjimu. Nagrinékime tokj
zaidima (1), kuriame A pirmo éjimo metu neparaso vieneto. Jei Siame zaidime jis turi
laimincCigja strategija, tai musy darbas jau baigtas, tad tarkime, kad A tokj zaidimg
visada pralaimi. Kas vyksta jei A pirmo éjimo metu paraso vieneta (2)? Tada zaidimas
virsta (1), tik ¢ia jau B yra pirmasis zaidéjas ir jis visada §j zaidima pralaimi, kitaip A
jau buty laiméjes. Taigi A tikrai gali laimeéti (1) arba (2), kadangi jis pats pasirenka,
kurj zaidimag zais, tai jis laimeés ir visg zaidima.

Pavyzdys 10. ZaidZiamas Sachamaty Zaidimas, bet Zaidéjai pakaitomis atlieka po du
éfimus. Pradeda A. Ar kuris nors Zaidéjas Siuose sachmatuose gali garantuoti, kad
niekada nepralaimés?

Taip, tai gali padaryti A. Tarkime, kad B turi laiminciaja strategija. A pajuda pir-
myn ir atgal su zirgu ir taip jis apsikeicia pozicijomis su B, dabar jau jis turi laiminciaja
strategija. Gavome priestara. Vadinasi A turi nepralaiminciaja strategija.

Pastaba. Atkreipkite démesj, kad Sis zaidimas gali testi be galo ilgai.
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Pavyzdys 11. (Zaidimas CHOMP) Zaidéjai A ir B lauzo mxn dydZio sokolado plytele
pakaitomis. Zaidéjas pasirenka kuri nors langelj ir islauzia is plytelés staciakamp,
kurio priesingos virsunés yra sis langelis ir pradinés plytelés virsutinis desinysis kampas
(staciakampio krastinés lygiagrecios plytelés krastinéms). Pralaimi tas Zaidéjas, kuris
atsilauzia apating kairijy kampg. Su kokiomis sokolado plytelémis gali laiméti B?

B galés laimeti tik atveju m = n = 1. Nagrinékime likusius atvejus. Cia ypatingas
yra virsutinis deSinysis langelis. B niekada jo negaus, ji A atlau$ pirmuoju éjimu.
Tarkime, kad pirmasis zaidéjas, kad ir kaip zaisty, negali laiméti. Jis pirmuoju éjimu
atlauzia virSutinj desinj langelji, B tada atlieka éjima (%), kuris, kaip taréme, atves
ji 1 pergale. Taciau akivaizdu, kad A savo pirmo éjimo metu gali atlikti éjima (x) ir
atsidurti laimincioje pozicijoje. Priestara. Vadinasi zaidimg visada laimés A.

Pavyzdys 12. (Tournament of Towns 2005) Matelotas ir Kauntelotas nori issidalinti
25 monetas, kuriy vertés yra 1,2,3...,25 kapeikos. Kiekvienu éjimu vienas Zaidéjas
pasirenka monetq, o kitas nusprendzia, kuriam is jy jinai atiteks. Pirmasis monetq
renkast, Zinoma, Matelotas, o kitus monety pasirinkimus atlieka tas, kuris tuo momentu
turi daugiau kapeiky. Jei abu Zaidéjai turi lygiar kapeiky, sprendimg atlieka tas, kuris
tai daré pries tai. Laimi tas, kuris galy gale turi daugiausiai kapeiky. Kuris Zaidéjas
turi laiminciqjq strategijq?

Tokig strategija turi Kauntelotas. Po pirmojo Mateloto pasiulymo jis gali atsisakyti
monetos arba ja paimti. Jei jis gali laiméti paémes moneta, tai taip ir padaro. O
jeigu paémes monetg laimeéti negali, tai duoda ja Matelotui ir po tokio éjimo Matelotas
niekaip negali surinkti daugiau kapeiky. Kauntelotas laimi.

Zaidimas NIM

Apibrézimas. Besaliu (angl. impartial) zaidimu vadinsime tokj, kuriame aibés éjimuy,
kuriuos gali atlikti abu zaidéjai, yra identiskos.

Apibrézimas. Dviejy zaidéjy zaidimas yra Normalus (angl. normal), jei jis yra besalis
ir laimi tas, kuris atliko paskutinj éjima.

Klasikinis tokio zaidimo pavyzdys yra NIM:

Apibrézimas. Zaidimo erdvé yra n kriiveliy su jvairiais akmenuky kiekiais jose. Du
zaidéjai paeiliui atlieka éjimus imdami akmenukus. Zaidéjas gali paimti kiek nori akme-
nuky i$ pasirinktosi kruvelés (turi paimti bent viena akmenuka). Pralaimi tas zaidéjas,
kuris nebegali atlikti éjimo.

Zaidimas ganétinai sudétingas. Pradziai patartina pabandyti iSnagrinéti paprastes-
nius zaidimo atvejus:

1. Zaidimo erdvé yra dvi kriivelés, kuriose atitinkamai yra po 21 ir 20 akmenu-
ky. Zaidéjas pasirenka kriivele ir suvalgo visus akmenukus esandius joje. Likusia
kruvele padalina j dvi (nebutinai netuscias) kruveles. Laimi tas zaidéjas, kuris su-
valgo paskutinj akmenuka. Kuris zaidéjas turi laiminciaja strategija? Su kokiais
kruveliy dydziais antrasis zaidéjas turi laiminciaja strategija?
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2. NIM zaidimas su dviem lygiomis kruvelémis. Kuris zaidéjas turi laiminciaja stra-
tegija?
3. Kaip baigsis NIM zaidimas su lyginiu lygiy kruveliy skai¢iumi? Nelyginiu?

4. NIM zaidimas su trimis kruvelémis, kuriose yra 3, 5 ir 7 akmenukai.

NIM sprendimo pagrindas yra vadinamasis NIM sumavimas. Uzsirasykime kiek-
vienos kruvelés akmenuky skaiciy dvejetaine sistema. Atlikdami paprasta sumavima
stulpeliu mes jsimename, kiek desimciy turime pernesti j kita eile, o NIM sumavimas
yra sumavimas be pernesimy, sudedame atskirai kiekviena stulpelj. NIM sumavimas
aprasomas naudojant simbolj ®. Panagrinékime pavyzdj su 21, 17, 15 akmenuky.

10101
10001
01111

01011

21 ® 17 ® 15 = 11. Matome, kad stulpelio verté lygi nuliui, jei tame stulpelyje yra
lyginis skaic¢ius vienety, ir lygi vienetui, jei vienety skaicius yra nelyginis. NIM suma
sudaryta vien i$ nuliy vadinsime pozicija (*).

Teiginys. I bet kokios pozicijos, kuri néra (), galime pereiti j (x)

Randame kairiausia stulpelj, kurio NIM sumos verté yra lygi vienetui (toks stulpelis
atsiras, nes nagrinéjama situacija néra (x)). Imame didziausia akmenuky kiekj A, kurio
dvejetainéje iSraiskoje Sioje pozicijoje yra vienetas ir atlieckame NIM sumavima visiems
akmenuky kiekiams iSskyrus A. Gauname sumg B. Nesunku suprasti, kad A > B,
isitikinkite tuo. Kadangi A > B, tai galime i$ A paimti tiek akmenuky, kad gautume
B, o tada visy kruveliy NIM suma bus sudaryta vien is nuliy. Atsidursime pozicijoje

().
Pavyzdiniu atveju A = 01111, B = 00100. DeSimtainéje israiskoje A = 15, B =
4. A — B = 11. IS nagrinéjamos kruvelés atimame 11 akmenuky ir atliekame NIM
sumavima:
10101
10001
00100

00000

Teiginys. IS pozicijos (x) negalime pereiti j kitq pozicijg (x)
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Norint tai atlikti reikty kiekvieno stulpelio vienety skaiciy pakeisti lyginiu skaic¢iumi,
o kadangi turime keisti tik vienos kruvelés akmenuky skaiéiy, tai to tikrai negalésim
padaryti.

1. Jei pirmasis zaidéjas pradeda zaidima pozicijoje, kuri néra (x), jis gali garantuoti,
kad po priesininko ¢éjimo pozicija nebus (x), kad priesininkas nepaims paskutinio
akmenuko. Pirmasis zaidéjas turi laiminciaja strategija.

2. Jei pirmasis zaidéjas pradeda zaidima pozicijoje (%), antrasis zadéjas analogiskai
turi laiminciaja strategija.

Apibrézimas. Strukturiskai identiski zaidimai vadinami izomorfiskais.
Teorema (Sprague-Grundy). Visi besaliai Zaidimai G yra izomorfiski Zaidimui NIM.
(Teoremos jrodyma galite rasti John Conway knygoje ,,On Numbers And Games")

Taigi, visi besaliai dviejy Zaidéjy zaidimai veikia lygiai taip pat! Sachmatus, ir tuos,
galima analizuoti kaip akmenuky kruveles. Kiekvienai zaidimo pozicijai @) priskiriame
NIM reiksme (angl. NIM value), kuri yra lygi maziausiam neneigiamam sveikajam skai-
¢iui, nepriskirtam jokiai pozicijai, kuri yra pasiekiama i§ @ vieno éjimo metu. Zaidimo
pabaigos pozicijos reiksmé lygi 0, nes i$ jos negalime pasiekti jokios kitos pozicijos.
Pavyzdys 13. Ant stalo yra n akmenuky. Zaidéjas gali nuimti bet kokj akmenuky
skaiciy ne didesnj uZ k. Zaidéjai A ir B éjimus atlieka pakaitomis, pradeda A. Laimi
tas Zaidéjas, kuris nuimq paskuting akmenukq. Kuris Zaidéjas laimési su atitinkamais
n?

Jei akmenuky yra n, kur k& > n, tai n priskiriame (n), nes i$ Sios pozicijos galime
patekti j bet kuria kita. IS n = k + 1 negalime patekti i 0, tai priskiriame jai (0) ir
t.t. Jei pradiné situacija yra (z), tai i$ jos vienu éjimu nejmanoma patekti i (z), pagal
apibrézima. Jei A pradeda (0), tai jis pralaimés. Kitu atveju A laimi.

Pavyzdys 14. (Putnam 1995) Zaidimas pradedamas su keturiomis akmenuky krive-
lémis, kuriy dydziai 3,4,5 ir 6. A ir B atlieka éjimus pakaitomis. Galima atlikti du
éjimus:

1. Paimti vieng akmenukqg is kruvelés, jei joje lieka nemaZiau negu 2.

2. Paimti visq kruvele is trijy arba dviejy akmenuky.

Laimi tas, kuris atlieka paskuting éjimq. Kuris Zaidéjas gali visada laiméti?

Kruveliy dydziai 0,2,3,4,5 ir 6 turi NIM vertes atitinkamai lygias 0,1,2,0,1 ir 0.
Pradinés situacijos NIM suma yra 2@ 0®1®0 = 3. Pirmojo éjimo metu A paima vieng
akmenuka i$ maziausios kruvelés. Dabar NIM suma yra 1 ® 0 ® 1 ® 0 = 0; tokia yra
ir zaidimo pabaigos NIM suma 0 ® 0® 0® 0 = 0 (*). Sioje situacijoje B negauna né
vienos kruvelés i 3 akmenuky. Jei jis pereis i$ vertés (0) i (2), tai A pereis is (2) i (0)
ir B veél gaus (*). Jei B pereis i$ (0) i (1), tai A pereis i$ (1) i (0). Jei B pereis i$ (1) |
(0), tai A galés pereiti is (1) i (0), nes jo gautos situacijos NIM suma bus nelyginé. Po
abieju $iuy éjimy NIM suma lieka (*). Isnagrinéjom visus galimus B veiksmus, kadangi
po né vieno A éjimo ant stalo neatsiranda vertés (2) kruveleés. Taigi j kiekviena B éjima
A gali atsakyti dar bent vienu, o zaidimas yra baigtinis. A laimés §j zaidimg.

Pastaba. Daugiau apie uzdavinj ir NIM vertes galite rasti knygoje ,,The William Lowell
Putnam Mathematical Competition 1985-2000 Problems, Solutions, and Commentary".
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3.1. Matematiniai zaidimai Kombinatorika

Zermelo teorema

Teorema (Zermelo). Baigtiniame pilnos informacijos dviejy Zaidéjy Zaidime, kuriame
zaidéjai atlieka éjimus pakaitomis ir néra sékmés faktoriaus, kuris nors Zaidéjas privalo
turéts laimincigjq strategijq, jei negalimos lygiosios arba nepralaiminciq, jei jos galimos.

Kiekviena baigtinio zaidimo partija galime uzrasyti kaip serija éjimy atliekamy pa-
kaitomis. Kiekviena partija laimi vienas arba kitas zaidéjas. Baigtinj zaidima galime
uzrasyti kaip baigtinj skai¢iy galimy partijy (tai nebutinai pavyks, jei kuris nors zaide-
jas kokioje nors situcajoje galés rinktis i begalybés varianty, bet kiek jus matéte tokiy
zaidimy?). Kadangi né vienas zaidéjas negali sukciauti arba iskviesti baltojo drakono
kortos, tai zaidéjai visada zino, kokiais éjimais priesininkas galés atsakyti i viena ar kita
veiksmg. Jei zaidéjui A egzistuoja éjimy seka su kuria, kad ir kaip zaisty B, A visada
laimi, tai jis turi laiminciaja strategija. Jei tokia seka neegzistuoja, visada laimi B.

Pastaba. Spresdami uzdavinius olimpiadose neuzmirskite jrodyti, kad zZaidimas tikrai
baigtinis (baigsis, kad ir kaip zaisty prieSininkas). Kaip zaidéjui laiméti zaidima, jei jis
niekada nesibaigia?

Uzdaviniai

—_

Zaidéjai A ir B paeiliui lauzia Sokolado plytele m x n iSilgai linijy ir atsilauzta dalj
suvalgo. Apatinis kairys langelis yra uznuodytas, ji suvalges zaidéjas pralaimi. Su
kokiomis m ir n reikSmémis zaidéjas B turi laiminciaja strategija?

2. Zaliatsis ir Purpurinusis pakaitomis deda Zzalius ir purpurinius zirgus ant laisvy
Sachmaty lentos langeliy, pradeda Zaliaiisis. Negalima zirgo padéti taip, kad jj
kirsty priesininko figura. Laimi tas, kuris atlieka paskutinj éjima. Kas laimés?

3. Pradzioje n = 2. A ir B pakaitomis prideda prie turimo skaiCiaus n bet kokj
jo daliklj, kuris néra lygus n, ir priesininkui pateikia naujaji n. Laimi tas, kuris
paraso skaiCiy nemazesnj uz 1990. Kas laimés?

4. n x n sachmaty lentos kairiajame apatiniame kampe guli akmenukas. A ir B
éjimus atlieka pakaitomis, pradeda A. Zaidéjai gali pastumti akmenuka j gretima
langelj, kuris dar niekada nebuvo aplankytas. Laimi tas, kuris atlieka paskutinj
€jima.

1) Kas laimi su lyginiais n?
2) Kas laimi su nelyginiais n?
3) Kas laimi, jei zaidimo pradzioje akmenukas yra gretimame kampiniui langelyje?

5. A padeda zirga j pasirinkta 8 x 8 lentos langelj. Tada B atlieka éjima ir toliau
¢jimai atliekami pakaitomis. Kiekviename langelyje zirgas gali pabuti tik viena
karta. Pralaimi tas, kuris nebegali atlikti éjimo. Kas laimi?

6. Netikétai zaidimg vél zaidzia A ir B, A pradeda, éjimai atlieckami pakaitomis.
Yra dvi kriivelés atitnkamai po p ir ¢ akmenuky. Ejimo metu Zaidéjas gali paimti
pasirinkta akmenukg iS pasirinktos kruvelés, paimti po akmenuka i$ kiekvienos
kruvelés arba perkelti akmenuka is vienos kruvelés j kita. Kas laimi su atitnkamais

pir q?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(Zaidimas CHOMP) Taisyklés nurodytos netiesioginiy sprendimy skyrelyje. Su-
galvokite strategija, kuri pelnyty pirmajam zaidéjui pergale atvejais:

1) m=n.

2)m=2,n

3) m ir n bet kokie naturalieji.

Duotas trikampis pyragas, kurio plotas yra vienetas. A renkasi taska X trikam-
pio plokstumoje. B pjauna tiese einancia per X. Kokj didziausia plota B gali
atsipjauti?

Duotas daugianaris 23 +...224...2+--- = 0. A paraSo sveikajj skaic¢iy, nelygy
0, vietoj kurio nors tritaskio. Tada B raso sveikajj skaiciy ir daugianarj sveikuoju
skaic¢iumi uzbaigia A. Irodykite, kad A gali Zaisti taip, kad visos trys daugianario
Saknys buty sveikieji skaiciai.

[All Russian Olympiad 1992] Kriiveléje yra N akmenuky. Zaidéjas gali paimti &
akmenuky, kur £ dalina akmenuky skaic¢iy paimtg priesininko jo paskutinio éjimo
metu. Pirmu éjimu pirmasis zaidéjas gali paimti kiek nori akmenuky isskyrus 1
ir N. Laimi tas, kuris paima paskutinj akmenukg. Su kokiu maziausiu N > 1992
antrasis zaidéjas turi laiminciaja strategija?

Zaidéjai pakaitomis renkasi skaicius is aibés 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Jei zaidéjas
surenka tris skaic¢ius, kuriy suma lygi 15, jis laimi. Kaip baigiasi zaidimas, jei zai-
dziama optimaliai? Kokiam gerai zinomam zaidimui $i uzduotis yra izomorfiska?

Merlinkas sugalvoja skaiciy N. Matekaralius nupiesia N stac¢iakampiy, sudaryty
i vienetiniy langeliy (nebutinai lygiy ir butinai netusc¢iu). Merlinkas is pieSiné-
liy iSburia analogiskas sokolado plyteles. Jis pirmasis atsilauzia nuo pasirinktos
plytelés sokolado (lauzia iilgai linijy) ir ji suvalgo arba suvalgo visa plytele. Eji-
mai vyksta pakaitomis. Pralaimi tas zaidéjas, kuris nebegali atlikti éjimo. Ar
Merlinkas turi laiminciaja strategija?

Ant stalo yra n akmenuky. Zaidéjas gali nuimti 1, 3 arba 8 akmenukus. Matema-
gikas ir B éjimus atlieka pakaitomis, pradeda Matemagikas. Laimi tas zaidéjas,
kuris nuima paskutinj akmenuka. Kuris zZaidéjas laimés su atitinkamais n?

Ant stalo yra n akmenuky. Zaidéjas gali paimti nedaugiau negu puse jy. Zaidéjai
A ir B éjimus atlieka pakaitomis, pradeda A. Laimi tas zaidéjas, kuris atlieka
paskutinj éjima. Kuris zaidéjas laimeés su atitinkamais n?

Plokstumoje nubréziami 1994 vektoriai. Du zaidéjai paeiliui renkasi vektorius
ir juos sumuoja su jau turimais. Pralaimi tas, kuris galy lage turi trumpesnj
vektoriy. Ar pirmasis zaidéjas turi nepralaimincia strategija?

[All Russian Olymnpiad 1994] Zaidéjai A, B paeiliui atlieka éjimus su Zirgu
1994 x 1994 sachmaty lentoje. A atlieka horizontalius (pereina j gretima eilute)
éjimus, o B - vertikalius. A pasirenka zirgo pozicija ir atlicka pirma éjima. Zirgas
negali atsidurti langelyje, kuriame jau yra buves. Pralaimi tas, kuris nebegali
atlikti éjimo. Jrodykite, kad A turi laimincigja strategija.
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17.

18.

19.

20.

[Tournament of Towns 2009] Du zaidéjai paeiliui spalvina po N tasky ant ap-
skritimo. Pirmojo spalva - raudona, antrojo - mélyna. Spalvinti to paties tasko
negalima. Zaidimo pabaigoje gaunamas apskritimas padalintas j 2N lanky. Ran-
damas ilgiausias lankas, kurio abu galai nuspalvinti ta pacia spalva. Zaidimg laimi
Sios spalvos savininkas. Ar kuris nors zaidéjas turi laimincigja strategija su visais
N >17

[IMO shortlist 1991] A ir B zaidzia zaidima. Kiekvienas uzraso po sveika tei-
giama skaic¢iy ir duoda jj teisé¢jui. Teiséjas lentoje uzraso du skaicius, vienas ju
yra zaidéjy skaic¢iy suma. Tada teiséjas klausia A: ,,Ar zinai kokj skaiciy uzrasé
B7?", jei A atsako neigiamai, tada teiséjas to paties klausia B ir t.t. Tarkime, kad
A ir B yra baisiai protingi ir niekada nemeluoja. [rodykite, kad sis zZaidimas yra
baigtinis.

A ir B pakaitomis kei¢ia tritaskius 0+ ... 2% +.. .28+ . .27+, a0+, 20+
at4 234 2%+ . x4+ 1= 0] realiuosius skai¢ius. Jei zaidimo pabaigoje
daugianaris turi nors vieng realiagja Saknj, laimi B. Ar gali B laiméti?

[Kvant 1987] Zaidimo erdvé yra begaliné plokstuma. A savo éjimu nuspalvina
vieng taska raudonai, o B k tasky mélynai. A laimi, jei po jo éjimo plokstumoje
atsiranda kvadratas, kurio krastinés lygiagrecios asims ir visos jo virsunés raudo-
nos. Ejimai atlickami pakaitomis. Ar A gali laimeti, kai k = 17 k = 2?7 k jiisy
megstamiausias naturalusis skaicius?
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4 SKYRIUS

SPRENDIMAI

Skaiciy teorija

Dalumas

1.

2.

Jei n|3a, tai n|12a ir n|12a 4+ 5b — 12a = 5b. Aisku, kad iS n|5b seka ir n|10b.

Pastebékime, kad b galima isreiksti kaip 3(2a + 5b) — 2(3a + 7b), o a kaip 5(3a +
7b) — 7(2a + 5b), vadinasi, abu jie i n dalinsis.

Ne, jos visos trys neteisingos.

a) Jei x|a + b, tai nebutinai x|a ir z|b. Pavyzdziui, 5|2 + 3, bet 512 ir 5 1 3.

b) Jei x|a- b, tai nebutinai z|a arba x|b. Pavyzdziui, 6|2-3, bet 612 ir 6 1 3. Kaip
bebuty, §i savybé teisinga, kai x pirminis (jei dviejy skaiciy sandauga dalijasi i$
pirminio skai¢iaus, tai i$ to pirminio dalijasi nors vienas i skaic¢iy).

c) Jei z|a ir y|a, tai nebutinai zy|a. Pavyzdziui, 4|12 ir 6|12, bet 24 1 12.

Taip gauto skaic¢iaus skaitmeny suma yra lygi 45, tad pagal dalumo pozymj jis
is 9 dalinsis.

Pritaikome dalybos is 11 pozymj: a — b+ b — a = 0 dalijasi iS 11, vadinasi ir
skaic¢ius abba dalinsis is 11.

a) Jei vietoje zvaigzdutés jraSysime x, tai gauto skai¢iaus skaitmeny suma bus
lygi 15 + x. Ji dalinsis i$ 9 kai z = 3

b) Pagal dalumo pozymj is 8 turi dalintis 45%. Kadangi 400 dalijasi iS 8 ir 56
dalijasi iS 8 tai vietoje zvaigzdutés galime jrasyti 6.

c¢) Alternuojanti suma vietoj zvaigzdutés jrasius x yra lygi 3 —z. Ji dalinsis is 11,
kai x = 3.
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Sprendimai

7.
8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Pakanka pastebéti, kad 10a + b yra lygus 10(a + 4b) — 13 - 3b.

Atmete lyginius ir dalius i$ 5 skaic¢ius gauname, kad lieka patikrinti 181, 183, 187,
189, 191, 193, 197 ir 199. Pagal dalumo pozymius 183 ir 189 dalijasi is 3, o 187 is
11. IS 7 Sitame intervale dalijasi skaiciai 182,189 ir 196, o i$ 13 tik 182. Vadinasi,
skaiciai 181,191,193,197 ir 199 nesidalija i§ pirminiy, mazesniy uz v/199 ~ 14,
todél yra pirminiai.

Iskaidykime: n% 4 5n +6 = (n +2)(n + 3). Kadangi su visomis natiraliosiomis
n reikSmémis abu dauginamieji yra didesni uz 1, tai jy sandauga niekada nebus
pirminis skaicius.

Isskaidykime dauginamaisiais:

a® +2a 40> +2b = 2(a +b) + (a+b)(a® — ab + b*) = (a +b)(a® — ab + b* + 2).
Kadangi a 4 b dalijasi iS n, tai ir duotas reiskinys is n dalinsis.

Pagal Euklido algoritmo iSvada tokiu budu galima isreiksti dbd(8,5) = 1. Bet
tuomet galima isreiksti ir bet kurj skaic¢iy a - pakanka vietoje z ir y, naudojamy
vieneto israiskoje, imti ax ir ay.

Negali. Jei jo lyginése pozicijose esanciy skaitmeny suma pazymeésime x, o ne-

lyginése y, tai gausime, kad & — y turi dalintis iS 11. Kadangi x + y = 5, tai
—11 < z —y < 11, lieka tiktai variantas x —y = 0. Bet tokiu atveju z ir y turéty
buti arba abu lyginiai, arba abu nelyginiai, o tai priestarauty tam, kad jy suma
nelyginé.

Skaicius p{* - - p4™ turi (g +1) - -+ (o + 1) dalikliy. Kad dalikliy skaic¢ius buty

nelyginis, visi «aq,...,q, turi buti lyginiai. Taciau tuomet skaic¢ius bus sveikojo
skaiciaus kvadratas (pi“/2 . -pf{”/Q)Q.

Jei trupmena § yra suprastinama, tai dbd(a,b) = d > 1. Tada, kadangi d|a ir
d|b, tai dla—b ir d|a+ b, vadinasi, ir trupmena g—jrg bus suprastinama. Atvirkscéias
teiginys neéra teisingas. IS dbd(a —b,a+b) = d > 1 galime gauti, kad d|2a ir d|20b,

A TR P v. . 53 . 5
0 i§ ¢ia ir idéja kontrapavyzdziui: 273 suprastinama, o 3 - ne.

Pazymeékime dbd(a,b) = d ir a = day, b = db;. Kadangi d|b, o dbd(a;,b) = 1,
tai mbk(a,b) = mbk(day,b) = a1b. Lieka patikrinti:

mbk(a,b) - dbd(a,b) =d-a;-b=a-b

Jei 11|3z + 7Ty ir 11|12z 4 5y, tai 11|3(2z + 5y) — 2(3x + Ty), t.y. 11|y. Taciau jei
112z + 5y ir 11|y, tai 11|2¢ = 11|z. Gavome, kad 11|z ir 11|y, todél tikrai
112|2% + 3y2.

Pazymeékime skaic¢iaus skaitmeny esanciy lyginése vietose sumag a ir nelyginése
b. Pagal dalumo i§ 9 pozymj a + b turi dalintis is 9. Pastebékime, kad a + b
negali buti lygus 9, nes tada vienas i jy turéty buti lyginis, kitas nelyginis, ir ju
skirtumas a — b nebuty lygus 0 ir nesidalinty is 11 (—=11 < a — b < 11). Vadinasi,
a + b turi buti lygus bent 18.
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18.
19.

20.

21.

22.

23.

Aisku, kad n = 12! + 2 tenkins salyga.

Ivertinkime grubiai d dydj. Kadangi a yra simtazenklis, tai b nevirsys 100 - 9.
Tuomet jo skaitmeny suma, ¢, nevirsys 3 - 9, o Sio skaitmeny suma, d, nevirsys
2+ 9 = 11. Pagal dalumo i$ 9 pozymj 9ja = 9|b = 9|c = 9|d. Vienintelis
teigiamas skaicius besidalijantis is 9 ir nedidesnis uz 11 yra 9.

Raskime paskutinj skaic¢iaus 2

728

skaitmenj. 27! paskutinis skaitmuo 7, 272 - 9,

273 - 3,274 - 1, 275 - 7, ... Matome, kad paskutinis skaitmuo keliant laipsniais
kartojasi kas keturis, vadinasi, 28 laipsnio bus toks pat kaip ir 4, t.y. 1. Tuomet
n paskutinis skaitmuo bus lygus 5, vadinasi, jis dalinsis i$ 5.

Kadangi p pirminis, tai jokie mazesni uz jj skaiciai i$ p nesidalins. Tuomet is p
nesidalins ir k! ir (p — k)!. Kadangi i$ p dalinasi p!, t.y. trupmenos skaitiklis, bet
nesidalija trupmenos vardiklis, tai suprastinus p neissiprastins, ir gautas skaicius

is p dalinsis.

a) Pertvarke n2 +1 = (n — 1)(n + 1) + 2 gauname, kad dbd(n? + 1,n + 1) =
dbd(2,n + 1). Pastarasis bus didesnis uz 1 tada, kai n bus nelyginis, o jy iki 100

bus 50.

b) Pertvarke n? + 1 = (n — 2)(n + 2) + 5 gauname, kad dbd(n? + 1,n + 2) =
dbd(5,n + 2). Pastarasis bus didesnis uz 1 tada, kai n + 2 dalinsis i§ 5. Tokiy
skaiciy bus 20 - 3,8, ...98.

Perrasykime:

Matome, kad duotas skaic¢ius bus sveikasis tik tada, kai sveikasis bus

n*+3 (n*+Tn—-Tn+3

n2+7

n2 47

m—3

"TETT

™m—3
n24+7"

Pa-

stebékime, kad kai |n| > 6, tai vardiklis tampa moduliu didesnis uz skaitiklj, tad

trupmena tikrai nebus sveikasis skaiCius. Lieka patikrinti likusias reikSmes, is
kuriy tinka tik n = 2 ir n = 5.

Pirma, aiSkumo délei, parodysime, kad teiginys teisingas su n = 3 (su n = 2, ir
n = 1 jis teisingas pagal dalumo i$ 9 ir 3 pozymius). Uzrasykime

11...1=100...0100...01-11...1.
—— —— N——
27 8 8 9

Desinéje puséje pirmojo dauginamojo skaitmeny suma lygi 3, todél jis dalijasi is
3, o antrasis dauginamasis dalijasi i$ 9, vadinasi, sandauga dalijasi i$ 27. Bendru
atveju naudosime indukcija. Uzrase

11...1=100...0100...01-11...1
~—— —— Y= ~——
3n 3n—1_1 3n—1_1 3n—1

ir tare, kad 11...1 dalijasi i§ 3"~! gauname, kad 11...1 dalijasi i§ 3".
gn—1 3n
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Sprendimai

25. IS salygos aisku, kad skaicius turi dalintis bent is 2, 3 ir 5. Kadangi ieSkome ma- A
ziausio tokio skai¢iaus, tai galime tarti, kad daugiau pirminiy dalikliy skaic¢ius ne-
turés, nes i$ to kad 2%3°5¢¢ tenkina salyga gautume ir kad 2¢3°5¢ tenkina salyga, o
jis mazesnis. Pagal salyga 2%~ 13°5¢ turi buti kvadratas, 2#3°~15¢ - kubas, 203°5°~1
- penktasis laipsnis. Vadinasi 2|a — 1, 2|b, 2|¢, 3|a, 3|b— 1, 3|c, 5|a, 5|b, 5|c — 1. Kiek-
vieno is a, b, ¢ ieSkome atskirai. Maziausias nelyginis i$ 3 ir 5 besidalijantis skaicius
yra 15, vadinasi a = 15. Analogiskai b = 10, ¢ = 6. Gavome, kad maziausias skai-
¢ius tenkinantis salyga yra 21231056,

26. Skaicius 75 issiskaido kaip 3-5- 5, vadinasi jis turés ne daugiau kaip 3 skirtingus A
pirminius daliklius, i§ kuriy du yra 5 ir 3. Maziausias skaic¢ius, kurj gauname
dviejy pirminiy dalikliy atveju yra 3454, maziausias skai¢ius, kurj gauname trijy
pirminiy dalikliy atveju, yra 243452, Sis ir bus maziausias.

27. Pastebékime, kad 5n+3 uzrasomas kaip 4(2n+1)—(3n+1). Pazyméje 2n+1 = a? A
ir 3n + 1 = b? gausime, kad 5n + 3 iSsiskaido kaip (2a — b)(2a + b). Jis nebus
pirminis, jei 2a — b > 1. Patikrinkime atvejj, kai 2a = b + 1. Isistate gausime
lygéiy sistema

n+1 =ad?,
3n+1 =(2a—1)>2

Issprende randame vienintélj sveikajj sprendinj a = 1, n = 0.

28. Tarkime priesingai, kad tokiy pirminiy skaic¢iy yra baigtinis skai¢ius. Pazymékime A
juos p1,p2,...,pi ir nagrinékime skaiciy 4p1ps - - - pr — 1. Jis nesidalins iS né vieno
pirminio p1, ..., pg, vadinasi, visi jo pirminiai dalikliai bus pavidalo 4k+1. Taciau
tokiy dalikliy ir ju laipsniy sandauga bus pavidalo 4k + 1, vadinasi, negali buti
lygi 4p1po - - - pr. — 1. Priestara.

29. Jei sudauging gavome 1, tai priespaskutinis skaic¢ius turéjo buti pavidalo 1..11. A
Irodysime, kad tokio tipo skaic¢iaus negalime gauti daugindami skaitmenis. Tam
uzteks parodyti, kad jis turi pirminiy dalikliy didesniy uz 7. ISties, jei 1..11
dalijasi i$ 3, tai dalijasi ir i§ 111, ir i§ 37. Jei 1..11 dalijasi i§ 7, tai dalijasi i$
111111, ir taip pat dalijasi iS 37. Jei nesidalija nei i$ 3, nei iS 7, tai tikrai dalijasi
i$ pirminio didesnio uz juos. Vadinasi, salyga tenkina tik skai¢iai pavidalo 1...11.

30. Pastebékime, kad pirminiai p ir ¢ yra panasaus dydzio, t.y. p < q¢+6irqg < p+7. A
Taip pat, p ir ¢ negali buti labai dideli, nes bet kokio skaic¢iaus didziausias daliklis
neskaitant paties skaic¢iaus yra bent dvigubai uz ji mazesnis. Pasinaudokime tuo:
kadangi p|g + 6 ir p > ¢ — 7, tai arba ¢ — 7 bus didesnis nei pusé g + 6 ir p turés
buti lygus g + 6, arba ¢ — 7 bus nedidesnis nei ¢ + 6. Pirmuoju atvejuis p =q¢+6
gauname ¢|g+13, i8 kur ¢ = 13, p = 19. Antruoju atveju ¢— 7 turi buti nedidesnis
uz puse q + 6, arba sutvarkius, ¢ < 20. Vadinasi, lieka patikrinti tik g reikSmes
2,3,5,7,11,13,17,19. Tai padaryti nesunku: nei viena is jy, iSskyrus jau rasta
13, netinka.

31. Pastebékime, kad didziausias n daliklis nevirsija n, antras pagal dydj nevirsija A
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5, trecias pagal dydj nevirsija 7 ir taip toliau. Tuomet gausime, kad

nn n 11 11 1 1

nn n
didi 14 ddod] < —— 4 —— e — S G R H e
eyt bddi < o gt e T G ey T e
Ivertinkime suma:
LRSS UAUSNND SR SRR S S S S Lo L
12 23 kk+1 1 2 2 3 ko k+1 E+1 =

Irodysime, kad dids + dads + - -- + di_1d), dalo n? tada ir tik tada, kai n yra
pirminis. Tarkime prieSingai, tegu n sudétinis, ir tegu p yra maziausias pirminis
n daliklis. Tuomet

n? > dydy + dads + -+ -+ dy_1dg > n%,

priestara, nes an yra antras pagal dydj n? daliklis.

Lyginiai

1.

a) 1411+ 111+ 1111411111 = 14 (9+2)+ (108+3) + (1107+4) + (11106 +5) =
6 (mod 9).

b) 555 - 777 + 666 - 888 =6-3+0-6 = 0 (mod 9).
c)

399 =1 (mod 2), = 0 (mod 3), = —1 (mod 4), = 2 (mod 5), = 3 (mod 6),
—1 (mod 7).

) 7 =1 (mod 10) = 777" =7 (mod 10).

o,

Jrodysime naudodamiesi apibrézimu. Isskaidykime skirtuma:
ab+ cd —ad —bc =a(b—d) + c(d—b) = (a —¢)(b—d).
Kadangi a — ¢|(a — ¢)(b — d), tai is ties ab+ ¢d = ad + bc (mod a — ¢).

Jei skaicius lyginis, tai jo kvadrato dalybos i$ 4 liekana bus 0, jei nelyginis (=
+1 (mod 4)), tai 1.

Iiskaidykime n® — n = (n — 1)n(n + 1)(n? + 1). Akivaizdu, kad duotas reiskinys
dalijasi i§ 2 ir 3. Jrodysime, kad dalijasi ir i 5. Jei n lygsta 1, 0 arba -1, tai
tuomet is 5 dalijasi atitinkamai n — 1, n, n+ 1, o jei n lygsta £2 moduliu 5 tai is
5 dalijasi n? +1 (n2+1=4+1=0 (mod 5)).

Dalindami kvadratg is trijy gausime tiktai lickanas 0 arba 1. Jas sumuojant nulj
galima gauti vieninteliu budu, kai abu démenys lygus 0.

Dalindami kvadratg i$ septyniy, gausime lickanas 0, 1, 2 arba 4. Kaip ir praeitame
uzdavinyje, jas sumuojant, nulj galima gauti tik, kai abu démenys lygus 0.

Nelyginis skai¢ius moduliu 8 gali duoti lieckanas +1 ir +3. Tuomet jo kvadratas
duos liekanas (£1)2 =1 (mod 8) ir (£3)2=9=1 (mod 8).
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®

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Kadangi 6|23 — z, tai 2° =  (mod 6). Tuomet ir a®+b3+c® = a+b+c (mod 6).

Kadangi a nesidalija i$ 2 tai a = +1 (mod 8) arba a = £+3 (mod 8). Abiem
atvejais pakeéle abi lygybés puses kvadratu gauname a? = 1 (mod 8). Analogiskai,
kadangi a nesidalija i$ 3, tai a = 41 (mod 3), vadinasi a> = 1 (mod 3). Gavome,
kad a? — 1 dalijasi i$ 3 ir 8, vadinasi, a> = 1 (mod 24).

Kvadratai duoda liekanas 1,0 moduliu 4, o dvieju nelyginiy skaic¢iy kvadraty
suma duoda liekana 2.

Isskaidykime - 5-3-23n(n? +1)(n+1)(n —1). Nesunku jsitikinti, kad su visomis

n reik§mémis n(n? +1)(n +1)(n — 1) dalijasi i8 5 ir 3. Patikrinkime, kada dalijasi
i$ 8. Kai n nelyginis, tai trys dauginamieji (n? 4+ 1)(n + 1)(n — 1) lyginiai, todél
is 8 dalinsis. Kai n lyginis, tai vienintélis lyginis dauginamasis yra n, vadinasi
sandauga dalinsis i$ 8 kai n dalinsis i§ 8. Gavome, kad 120|(n® — n), kai su
visomis nelyginémis ir iS astuoniy besidalijanciomis reikSmémis.

Jei abu pirminiai p ir ¢ nesidalija is 3, tai jy kvadratai lygsta 1 moduliu 3. Taciau

tuomet p? —2¢2 =1 -2 = —1 # 1 (mod 3). Vadinasi bent vienas i$ jy dalijasi
i trijy, t.y. yra lygus trims. Patikriname: su ¢ = 3 sprendiniy néra, o su p = 3
gauname q = 2.

Is pradziy raskime, su kuriomis n reikSmémis duotas daugianaris dalijasi is 11.
Tam uztenka perrinkti 11 lieckany - gausime, kad tinka tik n = 4 (mod 11). Istate
n = 11k + 4 gausime 112k? + 112k + 33, kas su jokia k reikSme nesidalija i§ 121.

Uzrasykime reigkinj kaip (10—1)(10" !+ .- 4+10+1)+45n. Padalije i3 9 matome,
kad dalmuo dar dalijasi i§ 3: 10" ' 4. -4+ 10+14+5n=14+1+---14+5n=6n=
0 (mod 3).

Pastebékime, kad su bet kuriuo k yra teisinga 10 = 1¥ = 1 (mod 9). Tuomet

a1as Gy = a1-10" 1 +ay-10" 24+ 4a,—1-104a, = a1 +ag+-- - a, (mod 9).

Perrasykime salyga kaip n|a — b. Aisku, kad jei d|n ir dla, tai d turi dalinti ir b.
Lygiai taip pat, jei d|n ir d|b, tai d turi dalinti ir a. Vadinasi i$ ties dbd(a,n) =
dbd(b,n).

Pastebéje, kad 899 = 900—1 = (30—1)(30+1) galime ieskoti, su kuriomis n reiks-
meémis duotas reiskinys dalijasi is 29 ir 31 atskirai. Kadangi 36" = 7" (mod 29)
ir 24" = (—5)" (mod 29), tai

36" + 24" — 7" — 5" = (=5)" — 5" (mod 29),
ir lygsta nuliui, kai n lyginis. Analogiskai

36" 4+ 24" — 7" — 5" = (=7)" — 7" (mod 31),

ir lygsta nuliui taip pat, kai n lyginis. Vadinasi duotas reiskinys dalinsis is 899 su
visomis lyginémis n reikSmeémis.
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18. Zinome, kad p| *) = ﬁik)!’ su visomis reikSmémis 0 < k < p, todeél

(a+b)p—ap+<11)>aplb+~-+< p1>abp1+bpzap+0+---+0+bp
p—

= a? + b (mod p).

19. I§z 4y =2 (mod y) seka (z + y)"™ = 2™ (mod y). Jei daugianarj ¢ uzsiraSysime
kaip ¢(z) = apa™ + ... a1z + ap, tai gausime, kad

an(x +y)" +...a1(x +y) +ao = apx™ +...a17 + ap (mod y).

20. Raskime skaiciaus 1010---101 dalybos is 9999 liekang. Tai padaryti labai pa-
prasta pastebéjus, kad skai¢ius uzrasomas kaip 100 4102 +10* +10% + - - -, ir kad
10* = 1 (mod 9999). Tuomet dalybos liekana bus 1+100+1+100+---. Kadangi
9999 = 101 - 99, tai norint, kad liekana butuy 9999 kartotinis reikés 99k démeny
1+ 100. Vadinasi, skai¢ius turés 4 - 99k — 1 skaitmenj.

21. Parodysime, kad tinka tik p = 2, 3, 5. Nesunku jsitikinti, kad Sios reikSmés tinka,
op = 7,11 netinka, tad tarkime, kad p > 11 ir tuomet 11+p? > 144. Pastebékime,
kad p? = 1 (mod 3) ir p?> = 1 (mod 4), todél p> + 11 = 0 (mod 12). I8 &ia seka,

kad p? + 11 turi daliklius 1,2,3,4,6,12 ir 2528 24 i daugiau nei 11.

QOilerio teorema

1. Taikykime mazaja Ferma teorema. Pagal ja 32 =1 (mod 13), 76 =1 (mod 17)
ir 918 =1 (mod 19). Skai¢iuojame:

333 =3%1239 =37 = 27.27.27 = 1 (mod 13),

770 = 76718 = 713 = 496 .7 = (—2)° . 7 =6 (mod 17),
9% = 971899 = 81*. 9 =5*. 9 =1 (mod 19).

2. Pagal Oilerio teorema 118 = 1 (mod 15) (11 ir 15 tarpusavyje pirminiai, p(15) =
= 47

8). Raskime, kokig liekana gausime dalindami laipsnj 111! i§ 8. Kadangi ¢(8)
tai

1111 =11% = 3% = 3 (mod 8).
Tuomet

11" =113 = (—=4)3 = 11 (mod 15).

3. Prisiminkime, kad jei a = b (mod n), tai dbd(a,n) = dbd(b,n). Tuomet aisku,
kad jei dbd(a,n) > 1, tai dbd(a"™) > 1 ir ™ # 1 (mod n), nes dbd(1,n) = 1.

4. Pagal mazaja Ferma teorema nP? = n? (mod ¢) ir n? = n (mod q), todél nP? —
n? —n?+4+n =0 (mod ¢q). Analogiskai ir n?? —n? —n? +n =0 (mod p).
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5. Irodysime, kad a*” 4 b°7 + ¢*" dalijasi i$ 2 ir i$ 47, todél néra pirminis. Kadangi
keliant laipsniu skai¢iaus lyginumas nesikeiéia, tai aisku, kad jei skaic¢iy suma buvo
lyginé, tai ir 47-tyjuy laipsniy suma taip pat bus lyginé. O pagal mazaja Ferma
teorema turime %7 = x (mod 47), todél a7 + b7 4+ ¢*" = a+b+c = 0 (mod 47).

6. Teiginys teisingas atveju p = 3 (pakanka imti skaic¢ius, kuriy skaitmeny skaicius
dalijasi i$ 3), tad tarsime, kad p > 7. Perrasykime 11...11 kaip 107;_1, kur n
- skaitmeny skaic¢ius. Kadangi vardiklis nesidalija i$ nagrinéjamo pirminio p, tai
pakanka parodyti, kad su be galo daug n reiksmiy 10™ — 1 dalijasi i p. Pagal
salyga dbd(10,p) = 1, todél galime taikyti mazaja Ferma teorema. Gausime
10P~1 =1 (mod p), ir tuo paciu, 10P~V* =1 (mod p), vadinasi 11...11 dalinsis
is p kai tik skaitmeny skaic¢ius dalinsis is p — 1.

7. Pastebékime, kad pagal Oilerio teorema tiks bet koks n, kuris yra tarpusavyje
pirminis su 2003 ir tenkina ¢(n)|n. Abu kriterijus tenkina dvejeto laipsniai 2%,
keN.

8. Paziurékime, kokius skaitmenis galime naudoti, norédami negauti sudétinio skai-
¢iaus. 9 negalima naudoti pagal salyga, taip pat netiks 2, 4, 5, 6, 8 ir 0, tad lieka
tik 1, 3 ir 7. Vienetas ir septynetas duoda liekang 1 moduliu 3, todél juos dau-
giausia galésime uzrasyti du kartus, kitaip skaitmeny suma dalinsis i$ 3 ir skaicius
bus sudétinis. Vadinasi, nuo kazkurios vietos visi skaitmenys turés buti trejetai.
Skaiciy iki tos vietos pazyméje A turésime, kad A yra pirminis, bet zinome, kad
kiekvienam pirminiam egzistuoja pavidalo 11...11 (o todél ir pavidalo 33...33)
skaicius, besidalinantis iS to pirminio. Vadinasi, po kazkurio trejeto prirasymo
gausime skai¢iy besidalijantj iS A, t.y. sudétinj.

9. Tegu p pirminis a1l 4+ a2 + --- + ayym daliklis. Pagal mazaja Ferma teorema
a*®=1) = 1 (mod p), todel a;1™ + ap2"” + --- + a,m” dalinsis i p su visomis
n=k(p—1)+1,k=1,2,... reikSmémis.

10. Isistate n = p gausime f(p)? = p (mod f(p)), arba p = 0 (mod f(p)) =
f(p) = p arba f(p) = 1. Pastebékime, kad jei kazkokiai reiksmei f(n) # n, tai
f(p) = p gali galioti tik baigtiniam skai¢iui pirminiy, nes kiekvienam is jy yra
teisinga f(n)? = n (mod p) = f(n) =n (mod p) = p|f(n) — n. Vadinasi,
tiks arba funkcija f(n) = n, arba funkcijos, kurios baigtiniam skai¢iui pirminiy
P1,...pr tenkina f(pg) = pg, visiems kitiems pirminiams f(p) = 1, o sudétiniams
a turi galioti f(a) = a (mod p;), i =1...k. f(p)|p, f(p) = p tik baigtinj skaiciy
karty, p|f(n) — n.

11. Parodysime, kad kiekvienam pirminiam p atsiras toks n, kad p|a,. Atvejai p = 2
(tinka visos n reikSmeés) ir p = 3 (tinka lyginés n reikSmeés) paprasti, tad tarkime,
kad p > 5. Spéjame, kad pla,—2. Kad galétume taikyti mazaja Ferma teorema
padauginkime a,_o i§ 6 (kadangi p > 5, tai pla,—2 <= p|6a,—2):

6(2P 2 43P 2 46P2—1) =3-2P"1 +2.3P71 4 6P —6=24+3+1-6 =0 (mod p).
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Kiny liekany teorema

1.

Pirmojoje sistemoje i pirmos lygties gauname, kad ieskomas r dalinasi iS 5. I$
antros lygties zinome, kad jis taip pat turi buti lygus 7k + 4. Perzvelge pirmasias
reiksmes randame, kad tinka 25, o jis taip pat tenkina ir treciajg lygtj.

Antraja sistema sutvarkome kaip ir pavyzdyje. Pirma lygti dauginame is 2, antra
i$ 5, trecig iS 4. Gausime sistema

r =2 (mod 5),
r =5 (mod 7),
r =4 (mod 11).

Pirmas dvi lygtis tenkina r = 12, taciau si reikSmé netenkina trecios. Kita pirmyjuy
dvieju lygciy sprendinj rasime prie 12 pridéje 5 - 7, bet ir Sis netiks. Vél ir vél
pridédami po 35 galiausiai rasime, kad tinka r = 257.

Nemazai pasidarbavus, is karto kyla minciy, kaip buvo galima procesa pagreitinti.
Pirma, galima buvo nepertvarkyti lygties, o pazyméti 3r = x ir ieskoti tokio
sprendinio, kuris dalijasi iS 3. tai gana paprasta, nes pradinés lygties sprendiniai
yra 1+5-7-11 k. Antra, kadangi 12 = 1 (mod 11), o pridédavome po 35 =
2 (mod 11), tai galéjome i3 karto suskaiciuoti, kad 4 (mod 11) gausime pridéje 35
septynis kartus.

Kadangi 450 issiskaido kaip 9 - 50, tai uzteks rasti liekanas atskirai moduliu 9 ir
50 ir pasinaudoti kiny liekany teorema. Liekana moduliu 50 yra 9, o moduliu 9
14+24---42009 = % = 22—3 = 3. Nesunku atspéti, kad abu lyginius tenkina
309.

Pagal mazaja Ferma teorema 5x'3 + 132 + 9ax = 5z + 9az (mod 13) ir 5x!3 +
1325 + 9ax = 132 + 9ax (mod 5). Vadinasi, kad daugianaris dalintysi i§ 65 su
visomis x reikSmémis, 5 4+ 9a turi dalintis iS 13, ir 13 + 9a i$ penkiy. Gauname
lyginiy sistema, kuria galima spresti jprastai, pazyméjus 9a = t, bet verciau siek
tiek pagudrauti. Padaugine pirmos lygties abi puses is dviejy, gausime 18a =
—10 (mod 13), arba, a = —2 (mod 13). Padaugine antros lygties abi puses i$ 4,
gausime 36a = —3 -4 (mod 5), arba, a = —2 (mod 5). Matome, kad a = —2 yra
sprendinys, taciau mums reikia naturaliojo. Maziausias toks pagal kiny liekany
teorema bus —2 + 65 = 63.

Uzrasykime a = 2%13%2...p"* kur p;, didZiausias pirminis nevirsijantis 1997.
Skaicius a bus naturaliojo skaic¢iaus laipsnis, jei visi a1, as, ..., ap dalinsis is kaz-
kokio pirminio ¢;. Skai¢ius 2a bus naturaliojo skaicCiaus laipsnis, jei visi skaiciai
a1 + 1,as, ..., qp dalinsis iS kazkokio pirminio ¢qo. Taip tesdami, kiekvienam ay;
gausime 1997 lyginiy sistema, kuri pagal kiny liekany teorema turés sprendinj.
Rade visus «; rasime ir a, tad naturalusis skaicius tenkinantis salyga egzistuoja.

Pastebékime, kad kiekvienam n uzteks rasti skaiciy r, su kurivo r(r +1) +1 =
r2 +r + 1 turéty bent n skirtingy pirminiy dalikliy.
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Jei p1|r? +r1 + 1, po|r3 +ro+ 1, .pu|r? +r, + 1, tai pagal Kiny liekany teorema
rade tokj r, kad

r=r; (mod pp)

r =79 (mod p2)

r =7y, (mod py)

Turésime p1ps - - - pp|r?+r+1. Lieka jrodyti, kad daugianaris 22 +z+1 turi be galo
daug pirminiy dalikliy (daugianario p(x) daliklis yra skai¢ius p, kuriam egzistuoja
toks a, kad p|p(a) ). Tarkime prieSingai, tegu daugianaris 22 + = + 1 turi baigtinj
skaiciy pirminiy dalikliy. Analogiskai naudodamiesi Kiny liekany teorema rasime
toki z¢, kad 2% +z¢ + 1 dalintysi i$ ju visy. Taciau tuomet (xo+1)%+ (g +1)+1
nesidalins né is vieno, o taip buti negali.

6. Taskas bus nematomas, jei jo koordinatés néra tarpusavyje pirminiai skaiciai,
t.y. turi bendrg daliklj. Tuo ir pasinaudosime. Tegu p1, p(,41)2 skirtingi pirminiai
skaiciai. Pagal kiny liekany teorema, lyginiy sistema turés sprendinj:

=0 (mod p1)
y =0 (mod py)
x =0 (mod p2)

y+1=0 (mod ps)

z=0 (mOd pn—H)
y+n=0 (mod pny1)

r+n =0 (mod pg,412))

r+n=0 (mod pr,41)2)

Aisku, kad kvadrato, kurio apatinis kairysis kampas yra sistemos sprendinys (z, y),
o krastinés ilgis n, kiekvieno vidaus tasko koordinaciy pora turi bendra daliklj,
t.y. taskas yra nematomas.

Liekany grupé
1. Generatoriai bus keturi - 2, 6, 7 ir 8.

2. Tarkime priesingai, kad liekanos a eilé d yra mazesné uz jos atvirkstines a ! eile
d'. Taciau tuomet (a=1)% = (a?)~! = 171 = 1 - priestara.

3. Grupés nesudarys, nes liekanos, kurios néra tarpusavyje pirminés su n, neturi
atvirkstiniy liekany.

4. Sudétiniams skai¢iams negalioja teiginys, kad jei x yra daugianario (a — x)q(x)
saknis, tai = butinai yra arba a — x Saknis arba ¢(z) Saknis. Butent tai ir matome
duotuoju atveju - daugianario #? + x = x(x + 1) Saknimis yra 2 ir 3, nors sios
liekanos néra nei vieno is daugianariy x ir z + 1 Saknys.
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5.

10.

11.

Jei a eilé buty mazesné nei p—1, tai ji, budama p — 1 daliklis, buty ir % daliklis

p—1
su kazkokiu ¢, o tada ir a ¢ lygty 1. Kadangi taip néra, tai a turi butinai buti
generatorius. | kita puse teiginys akivaizdus - jei a generatorius, tai, zinoma,
keldami jo laipsniu, mazesniu nei p — 1, negausime 1.

Tegu g generatorius. IS pries tai buvusio uzdavinio gauname, kad tie generato-
riaus laipsniai, kurie yra tarpusavyje pirminiai su p — 1 bus generatoriai, o tie,
kurie néra, nebus. I$ viso tarpusavyje pirminiy laipsniu bus ¢(p — 1) (tarp kuriy
ir g'), vadinasi, tiek bus ir generatoriy.

Jei 2 nebiity generatorius, tai jis turéty tenkinti 214 = 1 arba 2* = 1 (mod 29),
bet taip néra - 24 = —1 (mod 29) ir 24 = 16 (mod 29).

a) Ieskosime sprendiniy pavidalo 2¥. Kadangi 2 yra generatorius, tai 2% lygs
vienetui tik tada, kai 7k dalinsis i§ 28. Taip bus atvejais x = 24, z = 28, x = 212,
x =216 1 =2%0 5 =29ir x =228,

b) Visi duotos lygties sprendiniai bus ir lygties (z — 1)(z% + 25+ -+ 2+ 1) =
0 (mod 29), t.y. " =1 (mod 29) sprendiniais. Sios lygties sprendinius gavome
a) dalyje, lieka tik i$ jy iSmesti 228 = 1.

Generatoriaus atvirkstiné liekana taip pat bus generatorius, tad jy sandauga bus
lygi 1, nebent atsiras generatoriy, kurie yra sau atvirkstiniai. Tokios liekanos yra
tik 1 ir —1. Pirmoji i$ jy niekada nebus generatorius, o —1 yra generatorius tik
liekany grupés moduliu 3. Pastebékime, kad ¢(p — 1) igyja nelygine reikSme taip
pat tik kai p — 1 = 2.

Lygties sprendiniai bus tie, kuriy eilé moduliu 19 dalins 17. Kadangi elementy
eilé turi dalinti dar ir grupés eile (t.y. 18), tai tiks tik x = 1.

Atveju kai p — 1 dalo k pagal mazaja Ferma teorema, gausime 1% + 2F 4+ . +
p—1F=14+1+--+1=p—1= —1 (mod p). Atveju, kai p — 1 nedalo k
pasinaudosime tuo, kad liekany grupé moduliu p yra cikliné. Generatoriy pazy-
méje g, nagrinéjama suma galime perrasyti kaip 1+ ¢F + ¢2¢ + ¢3F 4 - - . 4 g2k,
Susumave gausime (gkg):%. Pagal mazaja Ferma teorema skaitiklis lygus nuliui,
o vardiklis, kadangi p — 1 nedalo k, nelygus.

Grupés moduliu p eilé yra 27, vadinasi, bet kurio elemento eilé bus dvejeto laips-
nis. Jei kuris nors nelyginis generatoriaus ¢ laipsnis g”V nebuty generatorius, tai
jo eilé bty lygi 2" €. Tadiau tuomet gautume, kad ¢2* V) = 1, kas negali buti
teisinga, nes 2" t 2""N. Jei tarsime, kad 3 néra generatorius, tai pagal a) dalj jis
turés buti lyginis generatoriaus laipsnis, kaip ir —1, kuris irgi néra generatorius.
Vadinasi, sandauga —3 bus lyginis generatoriaus laipsnis, t.y. kvadratas. Noréda-
mi jrodyti ¢) dalies tvirtinima pakelkime duotg lygybe kubu ir pasinaudokime b)
dalimi. Gausime

sud = (a—1)(a®> —2a+1) = (a — 1)(—2a — 2) = —2(a®> — 1) = —8 (mod p).

Suprastine i$ 8 (p nelyginis) gausime u® = 1 (mod p). Bet trecios eilés elementy
grupé turéti negali, nes 3 1 2", priestara.
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12. Pirmiausia pakelkime a + 1 SeStuoju laipsniu ir jsitikinkime, kad gausime 1: A
(a+1)°=(@®+3@*+a+1)-22=(-1)?=1 (mod p).

Lieka jsitikinti, kad a 4 1 eilé negali buti 2 arba 3. Isties, antros eilés elementas
yra tik —1, tad Siuo atveju a buty lygus —2, o (—2)° = =8 # 1 (mod p). Trecios
eilés negali biiti, nes, kaip jau matéme, (a + 1)3 = —1 (mod p).

13. Si grupeé turi bent tris antros eilés liekanas. Viena i$ jy —1, o kitos dvi tenkina A
lyginiy sistemas:

r1 =1 (mod p), ro = —1 (mod p),
r1 = —1 (mod q);
Parodysime, kad cikliné grupé negali turéti antros eilés liekany be —1. IS ties,

tegu grupes eilé 2k ir ¢¢ = —1, kur a # k ir a < 2k. Tuomet ¢%¢ = 1 ir g% =1,
vadinasi ir g~2F = 1 - priestara, nes 0 < |2a — 2k| < 2k.

ro =1 (mod q).

14. Pastebéje, kad lyginés n reikSmeés tikrai netinka, uzdavinj galime performuluoti A
taip: jrodykite, kad dvejeto eilé moduliu n nedalo n. IS pirmo Zvilgsnio tai atrodo
kiek keista, nes dvejeto eilé dalo ¢(n), o ¢(n) ir n turi gana didelj bedra daliklj.
Nepaisant to, parodysime, kad dvejeto eilé dalijasi bent i$ vieno skaic¢iaus, iS kurio
nesidalija n. Pazymeékime pg maziausia pirminj n daliklj. Jei 2 =1 (mod n), tai

=1 (mod pg). Dvejeto eilé moduliu py yra py — 1 daliklis, i$ kurio, aisku, turi
dalintis a, bet i$ kurio nesidalins n, nes jis mazesnis uz maziausiajj pg.

15. Pirma, teiginj jrodykime pirminiy skaiciy laipsniams. Jei p > 3 pirminis, tai jo A
liekany, tarpusavyje pirminiy su p® grupé yra cikliné, todél visas sumoje esancias
lickanas galime uzrasyti kaip 1, g, g2, ..., ¢?®*)~1. Tuomet jy kuby suma bus lygi

(g%)?P") —1

1_|_g3_|_g3.2_|_...g3(90(1)a)—1): g

Pagal Oilerio teorema, skaitiklis lygus nuliui, o vardiklis nuliui nelygus, vadinasi,
suma tikrai dalinsis i§ p®. Su dvejeto laipsniais samprotausime kiek kitaip: visas
lieckanas, tarpusavyje pirmines su 2% (t.y. nelygines), pakéle kubu gausime ta
patj liekany rinkinj. ISties, nelyginés liekanos kubas bus nelyginé lickana, o jei
a® = b (mod 29) tai (a — b)(a® + ab+ b%) = 0 (mod 2%) = a = b (mod 2%),
nes a® + ab + b? -nelyginis. Lieka pastebéti, kad visy nelyginiy liekany moduliu
2% suma bus nulis - tam pakanka sumuoti poromis maziausia su didziausia, antra
su priespaskutine ir t.t.

Bendru atveju iSskaidykime n dauginamaisiais: n = 2%p{?* ... pi*. Irodysime,
kad nagrinéjama suma dalijasi i$ kiekvieno pirminio laipsnio p;*. Tam nagrinéki-
me ja moduliu p}*. IS viso sumoje yra ¢(n) démeny, tad moduliu p;* dauguma jy
sutaps. Pasinaudoje kiny liekany teorema jsitikinsime, kad sutaps ,taisyklingai”,

t.y. kiekviena liekang gausime lygiai w‘?}g@) karty. Isties, liekana ¢ gausime is ty
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16.

17.

18.

19.

ir tik i$ ty skai¢iy x, kurie tenkins lyginiy sistema:

r1 (mod 2¢)

rz (mod pi")

i (mod p{*):
ri (mod my),

kur r; bet kokios liekanos tarpusavyje pirmineés su p;. Kadangi kiekvienam ¢ tokiy
sistemy bus po tiek pat, tai ir liekany moduliu n teks po tiek pat. Tac¢iau tuomet

suma moduliu pJ bus lygi (p“?;@) -0 pagal tai, kg jrodéme anksciau.
Aisku, kad daugianariai ¢(z) = 1 ir ¢(z) = —1 tenkina salyga. Parodysime, A

kad jokiy kity salyga tenkinantis daugianaris jgyti negali. Tarkime priesingai,
tegu ¢q(a) # +1. Tada ¢(a) dalijasi i$ kazkokio nelyginio pirminio (i§ 2 dalintis
negali, nes 2" — 1 nelyginis), kurj pazymékime p. Pastebékime, kad tuomet visoms
sveikoms k reik§méms q(a + pk) dalinsis i$ p, vadinasi ir 29+P% — 1 dalinsis i§ p.
Taciau to biiti negali, nes jei 2¢ = 1 (mod p), tai 2977 = 292P=12 = 2 (mod p).

Jeip=2taiqd+29 = 4+2 =0 (mod q)

= ¢ = 2,3. Abu atvejai A

tinka. Tegu p,q > 2. Is 2P + 29 = 0 (mod p) pagal mazaja Ferma teorema seka
2429 =0 (mod p) = 27! = —1 (mod p). Pazymekime ord,(2) lickanos 2
—1 (mod p), todél i§ 2971 = —1 (mod p) seka
q—1=ord,(2)/2m, kur m - nelyginis. Kadangi elemento eilé dalo grupés eile, tai
ordy,(2)[p—1 = 2(q — 1)|(p — 1)m. Analogiskai gauname ir 2(p — 1)|(g — 1)m’.
Pazyméje r ir s didziausius dvejeto laipsnius is kuriy dalijasi ¢—1 ir p—1 gauname

eile moduliu p. Tuomet 2074 (2)/2 =

r > sir s > r - priestara.

Irodysime, kad 22" +y?" su kazkokiu n dalijasi i§ 257 = 28 4 1. Nagrinékime z = A
x -y~ ! kaip grupés moduliu 257 liekang. Kadangi Sios grupés eilé yra 28, tai z eilé
bus 2%, kur 2 < s <8 (s # 0, nes z # y (mod 257) ir s # 1, nes x # —y (mod 257)
del apribojimo 2 < z,y < 100 ). Tuomet 22 ' = —1 = 22" + 42 = 0.
Lieka patikrinti, ar 22 + y2" ' néra tiesiog lygus 257. Vienintelis atvejis, kai
taip gali nutikti, yra 12 + 162, bet jis netenkina salygos z,y > 2.

Teskokime skaiciy m ir n uzrasomy kaip m = ad ir n = bd, kur d tarpusavyje A
pirminis su a ir su b. Tuomet salygos a { n,b { m bus tenkinamos, o m|n? +

n,n|m? 4+ m persirasys kaip albd + 1 ir blad + 1, arba

{

bd = —1 (mod a),
ad = —1 (mod b).

Kadangi a ir b tarpusavyje pirminiai, tai lyginiy sistema galime perrasyti kaip

{

= —b! (mod a),
= —a! (mod b).

Pastaroji turi sprendinj pagal Kiny liekany teorema, vadinasi ieSkomi m ir n tikrai

egzistuoja.
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20.

21.

Tegu p - maziausias n daliklis. Jrodysime, kad jis lygus septyniems. Pastebékime,
kad p negali biiti lygus 2 ir 3, nes p|3" +4". Pagal mazaja Ferma teorema p|4P~! —
3P~ 1 ir i§ salygos p|42" — 327, todél

p’ dbd(42n o 32n7 41 _ Spfl) _ 4dbd(2n,p71) - 3dbd(2n,p71).

Kadangi dbd(2n,p — 1) = 2, tai p|4> =32 = p=T.

Kadangi liekany pavidalo a” (mod p), kur dbd(a,p) yra g7 1

Tbd(p—T,n)° tai lygtis turés
sprendiniy, jei dbd(p — 1,3) arba dbd(p — 1,37) bus lygus 1. Kad taip nebuty,

p — 1 turi dalintis i$ 3 ir i$ 37, bet tuomet p bus didesnis uz 100.

Kvadratinés liekanos

1.

o

Skaic¢iuokime:
Gor) = (70) = (55) = (35) (35) =~ (1) =~ (57) =
101) \79) \79) \719)\79) 1) 1)

Jei pla® + 12, tai a®> = —12 (mod p). Ieskome moduliu kuriy pirminiy p, liekana
—12 bus kvadratiné:

J— —_— 2 — —
(12) . <1> <2> <3> — (—)F (-5 (P) _ <p>.
p p p p 3 3
Kvadratinémis bus lyginiai generatoriaus laipsniai, o nekvadratinémis - nelyginiai,

tad tikrai pusé bus tokiy ir pusé kitokiy.

Palike nuosalyje atvejus p = 2 ir p = 3 ieSkome kity:

(-G )= (2)

Sandauga bus lygi 1 kai p = 1,3 (mod 8) ir p = 1 (mod 3), arba kai p =
5,7 (mod 8) ir p = 2 (mod 3). Sujunge gauname, kad tiks p = +1 (mod 24)
ir p =45 (mod 24).

Skai¢ius N dalinsis i$ 2 ir 3 bet nesidalins i$ 4, todél N — 1 = 2 (mod 3) ir
N +1 = 3 (mod 4). Taciau nei 2 moduliu 3, nei 3 moduliu 4 néra kvadratinés
liekanos.

2 — b2—dac

Pakanka perrasyti lygtj kaip (z + £2)? = 1oz (mod p).

Daugianario reikSmeés visuomet nelyginés, tad pakaks nagrinéti moduliu kurio
nelyginio pirminio diskriminantas —67 yra kvadratiné lickana. Pirmasis toks pir-
minis bus 17, ir jis tikrai daugianarj dalins, pavyzdziui, kai jstatysime reiksme
n=—2.

Irodysime, kad jei p|a? + b2, tai pla ir p|b. Tarkime prieSingai, tegu, pavyzdziui,
p1b. Tuomet i§ a® + b = 0 (mod p) gausime (ab~1)? = —1 (mod p) - priestara,
nes —1 néra kvadratiné liekana moduliu pirminiy duodanciy liekang 3 moduliu 4.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Imkime bet kurj pirminj n daliklj q. Jei ¢ nelyginis, tai pagal kvadratinio ap-
—1
ver¢iamumo teorema (%) = (—1)2"'(17 (g) =1 (%) = 1. Jei ¢ lyginis, t.y. 2,

tai tuomet p = 1 (mod 8) ir (%) = 1.Kadangi bet koks n daliklis bus sandauga

pirminiy dalikliy, t.y. kvadratiniy liekany, tai ir jis pats bus kvadratine liekana.

Nagrinékime du atvejus. Kai p = 4k + 3, gausime i$ viso 2k + 1 dauginamajj.
Kadangi —1 néra kvadratiné liekana moduliu p, tai tarp dauginamuyjy bus tik viena
liekana, kuri yra pati sau atvirkstiné (liekana 1). Visos likusios bus atvirkstinés
poromis (kvadrato atvirkstiné yra kvadratas), tad sudaugine is ties gausime 1.

Kai p = 4k + 1, gausime i$ viso 2k dauginamyjy. Kadangi —1 Siuo atveju jau
yra kvadratiné liekana, tai bus dvi liekanos, kurios yra sau atvirkstineés (1 ir —1).
Likusios vél bus atvirkstinés poromis, tad visy sandauga bus lygi —1.

Pastebékime, kad duota sandauga yra visy kvadratiniy liekany moduliu p san-
dauga. IS ties - i$ viso yra (p — 1)/2 liekanuy, visos jos kvadratinés, ir jokios dvi
nesutampa, nes jei a? = b? (mod p), tai arba a = b (mod p) arba a = —b (mod p).
Pastaroji lygybé negali biti teisinga, nes ir a ir b nelyginiai skaiéiai tarp 1 ir p— 2.
Lieka pasinaudoti praeitu uzdaviniu.

Liekana —4 bus bikvadratiné moduliu p, kai lygtis 4 + 4 = 0 (mod p) turés
sprendinj. Pasinaudoje duota lygybe gauname, kad taip bus tada ir tik tada, kai
sprendinj turés viena i8 lygéiy (z £1)2 + 1 = 0, kas yra ekvivalentu —1 buvimui
kvadratine liekana moduliu p.

Jei pirminis p dalo duota reigkinj, tai tuomet z*—22+1 = 0 (mod p). Perrasykime
Sia lygybe dviem biidais: (22 —1)%2 = —22 (mod p) ir (22 +1)%2 = —322 (mod p). I3
pirmosios gausime, kad —1 yra kvadratiné lickana moduliu p, t.y. p =1 (mod 4),
o i$ antrosios, kad 3 yra kvadratiné liekana moduliu p, t.y. p =1 (mod 3).

Iiskaide daugianarj dauginamaisiais gauname (2?2 — 2)(z% — 3) (22 — 6). Pirminis
p nedalins jo, kai ir 2, ir 3, ir 6 bus nekvadratinés lickanos. Taciau to biuti negali,
nes dviejy nekvadratiniy liekany sandauga yra kvadratiné liekana.

Kadangi ¢ pirminis, tai ¢[2971 — 1, t.y. 22”? =1 (mod ¢). Vadinasi, 2P bus lygus
arba 1 arba —1 moduliu ¢. Parodysime, kad atrasis variantas negalimas. Kandagi
p =3 (mod 4), tai ¢ = 7 (mod 8), bet tuomet 2 yra kvadratiné liekana moduliu
q, o —1 néra, kas priestarauty 2P = —1 (mod q).

a) Tegu ¢ pirminis a daliklis (pagal salyga nelyginis). Kadangi p = b* (mod ¢) ir
p=1 (mod 4), tai (g) - (g) - (%) — 1. Kadangi visi pirminiai a dalikliai yra
kvadratinés liekanos, tai ir a bus kvadratiné liekana.

b) Tegu ¢ pirminis a + b daliklis. Uzsirase lygybe p = a?+ b = (a+b)(a —b) +2b>
matome, kad p = 2b® (mod q), arba (%) = (%) = (%) Jei a + b turi lyginj
skai¢iy pirminiy dalikliy (skai¢iuojant kartotinumus), kurie lygsta +3 moduliu 8,

tai tuomet (‘%‘b) =1lira+b= =£1 (mod 8), o jei nelyginj, tai tuomet (%ﬂ) =-1
ir a4+ b= +3 (mod 8).

c) Duota lygybé seka i$ (a + b)? — 2ab = p.

d) Pakanka pries tai gauta lygybe pakelti laipsniu (p — 1)/4.
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Uzrase lygybe a? = —b? = a?f? (mod p) ir suprasting gausime f2 = —1 (mod p).
Sujunge §j pastebéjima su antra ir ketvirta lygybémis gausime

(a+b)2—1 (a+b)2-1
4 8

= (a+ b)p%1 = (Zab)p%1 = (2a2f)p4;1

p—1

= 2%f7 (mod p),

p—1

kg suprastine gausime 21 = fab/2 (mod p). Galiausiai lieka pastebéti, kad
f/2 =1 (mod p) tik tada, kai b dalijasi i§ 8, kas ir reiskia, kad p uzraSomas kaip
A? 4+ 64B2.

17. Kai p = 2 tai A néra kvadratas, tad tarkime, kad p > 3 . Pagal Ferma teorema
o+ 3P —4=—1 (mod p). Jei A kvadratas, tai —1 kvadratiné lieckna moduliu p,
todeél p = 4k + 1. Taciau tuomet A =7+ (—1) — 4 = 2 (mod 4), ko buti negali,
nes 2 néra kvadratiné liekana moduliu 4.

18. Parodysime, kad lygtis visuomet turi sprendiniy. Tarkime priesingai, tegu su
kazkokiu p lygtis sprendiniy neturi, t.y. su visomis z ir y reikimémis 2% + y? #
2003 (mod p), arba 2% # 2003 —? (mod p). Kadangi moduliu p lygiai % pusieull
lickany yra kvadratinés (su nuliu), tai ir kairé ir desiné lygties pusés jgys po %5~

skirtingy reiksmiy. Kadangi % + % > p, tai bent dvi jos sutaps - priestara.

19. Skaiciaus m skaitmeny suma negali buti lygi 1, parodysime, kad negali buti lygi
ir dviem. Tarkime priesingai, tuomet egzistuos tokios a ir b reikSmés, su kuriomis
10% 4+ 10° dalinsis i§ 2003, t.y. 10% = —10° (mod 2003). Kadangi 10 yra kvadratiné
liekana moduliu 2003 ((%) = (ﬁ) (ﬁ) =— (%) = 1), tai gauname, kad ir
—1 yra kvadratiné liekana moduliu 2003; priestara.

Parodyti, kad S(m) = 3, néra labai paprasta, nes tenka dauginti gana nema-
zus skaicius, norint jsitikinti, kad 10 laipsniai jgyja pakankamai daug skirtin-
gy liekany. Konkrec¢iau, norint parodyti, kad 10 eilé moduliu 2003 yra 1001
reikia parodyti, kad 1077,10°! ir 1043 nelygsta vienetui. Grei¢iausia yra ras-
ti laipsnius 107,10, 10%8,10%6, 1012, tuomet gausime, kad 1077 = 10710410,
109t = 107710, 103 = 101121028103, Parodzius tai, lieka pastebéti, kad tuomet
10 laipsniais galésime uzrasyti visas kvadratines liekanas, tarp jy ir 1600, 400 ir 3.

Diofantinés lygtys

Dvi lygties pusés

1. Nagrinékime lygti moduliu 3. Gausime 22 = 2 (mod 3), o taip biiti negali.

Vadinasi lygtis sveikyju sprendiniy neturi.

2. leskokime tik teigiamy sprendiniy, nes rade juos, rasime ir neigiamus. ISskaidy-
kime dauginamaisiais: (z — y)(z + y) = 100. Kadangi  — y ir  + y yra vienodo
lyginumo, ir jy sandauga lygi 100, tai jie tegali buti lygus 2 ir 50 arba 10 ir 10.
Gauname sprendinius (26,24) ir (10,0). Lieka tik pridurti, kad Sie sprendiniai
tiks ir paimti su visomis jmanomomis zenkly kombinacijomis.
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11.

12.

13.

14.

Nagrinédami lygti moduliu 4 gauname, kad dviejy kvadraty suma turi buti lygi
trims. Kadangi kvadratai moduliu 4 jgyja tik liekanas 0 ir 1, tai taip niekada
nebus. Lygtis sprendiniy neturi.

Pastebékime, kad x turi buti lyginis. Taciau tuomet kairioji lygties pusé dalinsis
i$ 4, o desinioji - ne. Sprendiniy néra.

Pastebékime, kad jei > 2 arba < 0, tai 2% > 2z + 2. Taip pat, jei y > 3 arba
y < 0, tai y?> > 3y + 2. Vadinasi, arba = turi buti lygus 0, 1,2, arba y turi buti
lygus 0,1, 2, 3. Patikrine randame sprendinius (0, —1), (0,4), (2,—1) ir (2,4).

Iiskaidykime dauginamaisiais: (z —y)(x — 22) = 1987. I$ &a nesunku rasti didelj
sprendinj, pvz (1002 4 1,100% — 1986, 100).

3Y moduliu 8 lygsta tik 3 arba 1, tad lygtis neturés sprendiniy su « > 3. Patikrine
mazesnes reikSmes randame sprendinius (2,1) ir (1,0).

Pastebékime, kad jei « > 1, tai y turi buti lyginis, o tuomet, pazyméje y =
2z, galime iSskaidyti lygties deSiniaja puse : 2* = (3% — 1)(3* + 1). Vienas i$
dauginamuyjy nesidalins i$ 4 todél turés buti lygus dviems. Gauname sprendinius
(3,2) ir (is atvejo z = 1) (1,1).

Kairioji pusé bus didesné uz desiniaja, jei tik y bus didesnis uz 9, todél uztenka
patikrinti devynias reiksmes. Tai padaryti paprasta persirasius lygti kaip kvadra-
ting (22 +z(2y — 18) +y? —81) ir suskai¢iavus diskriminanta - 4-9- (18 —2y). Tiks
reiksmeés y = 1, y = 7 ir y = 9 (pastaroji netinka, nes z turéty buti 0). Gausime
sprendinius (20, 1) ir (8,7).

Kairioji lygybés pusé yra kvadratas, o desinioji, jei z > 1, duoda liekana 3
moduliu 4. Vadinasi z gali buti lygus tik vienam, i kur randame sprendinius
(Ly, 1), yeN.

Iiskaidykime dauginamaisiais: (y? — 3)(22% + 1) = 9. Dauginamasis 222 + 1 dalo
9 tik kai z = 0, x = +1 arba x = +2. Tinka tik pastarasis, randame sprendinj
(£2,£2).

Isskaide dauginamaisiais 1989 = 13-17-9 matome, kad x turi dalintis iS 17, o y i$
13. Pakeite x = 17a, y = 13b gauname lygtj 17a? + 13b% = 17-13-92, i$ kurios vél
gauname, kad a = 13k, b = 171. Istate ir suprastine gauname 13k% 4 17/ = 81.
Pastaroji labai paprasta, randame, kad £ = 1, | = 2, vadinasi pradinés lygties
sprendinys bus (17 -13,2-17 - 13).

Naudosime jterpimo tarp kvadratu (Siuo atveju ketvirtuju laipsniy) triuka. Kai

r teigiamas, tai 2 < 14+ 2z 4+ 22 4+ 2% + 2* < (2 + 1)*0 kai = neigiamas, tai
(x+1D* <14z +22+ 23+ 2* <2* (Iygybeé jgyjama tik kai 2 = —1). Vadinasi
lieka patikrinti dvi reikSmes x = 0, x = —1, i$ kuriy gauname sprendinius (—1, +1)
ir (0,£1).

Desiné lygties pusé beveik visuomet didesné uz kairiaja. Ta paprasta iSnaudoti
persirasius lygti kaip kvadrating (5a + a(5b — 7) + 5b% — 14b) ir suskai¢iauvus
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

diskriminanta: —15(5b% —14b)+49. Jis nebus neigiamas tik kai b tenkins 0 < b < 3,
patikrine Sias reikSmes gauname du sprendinius - (0,0) ir (—1, 3).

Kadangi kairioji pusé sveikas skaiCius, tai z turi buti nemazesnis uz y. Jei jie
lygus, tai tinka tik (1,1), tad tarkime, kad = > y. Tuomet gausime, kad = —y turi
biti didesnis uz y, ir kad y|z. Pazyméje = ky gauname (ky)¥ = y*~DY_ arba
k = y*=2. Si lygtis turi tik du sprendinius k = 3,y = 3 ir k = 4,y = 2, nes jei
k>4 tai k < 2872 < yF72. Pakeite atgal, gauname pradinés lygties sprendinius
(6,3) ir (8,2).

Uzdavinys ekvivalentus tokiam - iSskaidykite 6! j paeiliui einanciy skai¢iy sandau-
ga. Daugiausia jj galima iSskaidyti j 6 dauginamuosius, tuomet gausime sprendinj
(1,6). I penkis ir keturis dauginamuosius iSskaidyti nepavyks, nes jei visi bus
mazesni uz 6, tai sandauga bus per maza, o jei didesni, tai turés arba dalintis
is 7 (arba 11, arba 13) arba sandauga jau bus per didelé. [ tris dauginamuosius
isskaidyti galima - 6! = 8-9-10, i du ne (26 - 27 < 720 < 27 - 28), | viena, aisku,
galima. Randame dar du sprendinius: (7,10) ir (6! — 1,6!)

Sukelkime viska i vieng lygties puse : 22 — 3z + 3% — 3y + 22 — 32+t — 3t = 0.
Maziausios reik§mes kurias gali jgyti reiskinys 2% — 3z yra 4,0, —2, o visos likusios
ne mazesnés uz desimt. Susumave gausime nulj tik arba atveju 0+ 0+ 0+ 0 arba
0 — 2 — 2+ 4, tad sprendiniai bus (0,0,0,0) ir visos imanomos kombinacijos is 0,
1 arba 2, 1 arba 2, —1 arba 4 (pvz. (0,1,1,-1), (4,2,0,1), ..).

Parodysime, kad kairioji lygties pusé yra beveik visuomet didesné uz desiniaja.
Kadangi = > y, tai xy + 61 < 2% + 61. I8 kitos puses, 2% — 32 > 23 — (2 — 1)3 =
322 — 3z + 1, kas yra daugiau uz 22 + 61, kai = > 6. Vadinasi, licka patikrinti tik
keleta reiksmiy, ka padare randame vienintélj sprendinj (6,5).

Jei b = 0, tai lygtis uzrasoma kaip 2% = (¢—3)(c+3). Vienintéliai dvejeto laipsniai
besiskiriantys per 6 yra 2 ir 8, randame sprendinj (4,0,5). Tegu b > 0, tuomet ¢
dalijasi i3 trijy ir b > 2. Pazymeéje b—2 = d, ¢ = 3n gauname 2°3% = (n—1)(n+1).
Kadangi dbd(n — 1,7+ 1) < 2, tai vienas is dauginamuju nesidalija is 3. Tada jis
arba yra lygus 1, arba dalijasi iS 2. Jei lygus vienetui, tai tuomet n = 2, randame
sprendinj (0, 3,6). Jei dalijasi i$ dviejy, tai tuomet n nelyginis ir a > 2. Pazyméje
n =2k —1ir a — 2 = e gauname 2°3¢ = k(k + 1). Kadangi k ir k + 1 tarpusavyje
pirminiai, tai arba k = 2¢, k+ 1 = 3% arba k = 3%, k+ 1 = 2°. Pirmu atveju
gauname lygtj 3¢ = 2° 4+ 1, antru 2° = 3¢ 4 1.

3* = (—1)* (mod 4), todél, jei y > 1 (y = 1 tinka, tuomet = = 1), tai x turi buti
lyginis. Pazymeéje x = 2a gauname lygtj 2¥ = (3 — 1)(3* 4+ 1). Abu dauginamieji
esantys desinéje puséje turi buti dvejeto laipsniai, bet besiskiriantys per du yra
tik 2 ir 4. Vadinasia =1, x =2, y = 3.

Isskaidykime 23 = 4(y — 1)(3y? + 3y — 1). Kadangi su visomis y reikimémis
3y? + 3y — 1 =2 (mod 3), tai jis turés pirminj daliklj duodant; liekang 2 moduliu
3. Taciau kairioji lygties pusé tokio daliklio turéti negali, nes —3 negali buti
kvadratiné lieckana moduliu pirminio p = 2 (mod 3). Vadinasi, 3y? + 3y — 1 turi
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buti lygus —1, todél y = 0 arba y = —1. Tinka tik pirmasis, randame sprendinj

(£1,0).

Algebra

Nelygybés

Pirmieji zingsniai

1. I8 a®+ 0% > 2ab: 23 + 32 = (v +y)(2% — 2y +92) = (2y) 2vy — 2y) = vy(z +y).

2. Nelygybé ekvivalenti £ (a — b)% + (b —

a2
4
vaizdu. Lygybé galios, kai

3. Nelygybé ekvivalenti

)+ 3(c—

a)? > 0, kas yra akivaizdu.

(% _ 6)2 n (% - 0)2 i (% - d)2 > 0, kas yra aki-

a=b=c=d=0.

4. Nelygybé ekvivalenti a®+b3 +c3 —3abc = (a+b+c)(a® +b*+c*>—ab—bc—ac) > 0.
IS uzdavinio nr. 2 rezultato seka, kad ji yra teisinga.

5. Padauginame nelygybe i§ ab(a + b). Gausime a’zy + a’y? + b?yx + b?x? >
a’ry + blxy + 2abzy < (ay — bx)? > 0, kas yra akivaizdu. Lygybé galios, kai

b C. .. . . N
o= v Pagal matematinés indukcijos principa, nelygybe galime praplésti:
2 2 2 2 2 2 2
a a a a ay +a a a
I P B I ks Y
by by b3 bn b1 + by bs by,
2 2
. (@1 +as +a3) I
b1 + b2 + b3 bn
S (CL1 +az+az+ ...+ an)2
- b1 +by+bsg+ ...+ b, '
Lygybé galios, kai 3L = 32 = ... = 2.

>

6. Nelygybe keliame kvadratu ir dauginame i$ z2y?(2? + y?). Gausime y* + 2292 + A
22y (2 +y?) +2* + 2%y > 822>, Pastebékime, kad sudéje akivaizdzias nelygybes
ot 4yt > 22292 ir 2oy(2? + y?) > 42%y?, gausime tai, kg reikéjo jrodyti.

7. Nelygybé ekvivalenti 10a? 4 10b% 4 c? > 4ab+ 4ac+ 4bc. Belieka tik pasukti galva, A
kaip sukonstruoti nelygybe i akivaizdziy kity:

1

8a’ + 502 > 4ac;
1

8b% + 58 > 4be;

2a% + 2b% > 4ab.

8. Naudosime uzdavinio nr. 2 rezultata: S > a® + b + ¢? = 1. Minimumas S =1 A

pasiekiamas, kaia =b =c¢

5
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9. Q= 2a—-1)2%+(a+c)?+ (2c+ 1)? + 6> — 2 > —2. Minimumas yra —2, A

_1 _ 1
pasiekiamas, kai a = 5,b=0,c = —3.
. > 2 1.

10. Naudojame a +b > 2va z + 1 y = \/(1 x2)(1 ik Pastebékime, kad A
1-22)(1-y?)=1—-22—y?+2%% < 1—23:@/—1—38 = (1 —xy)?. Tai ir uzbaigia
irodyma.

11. %—i— % + % Za+b+ce % > 3abc. Tuomet, belieka jrodytia+b+c> A

3(ab+bc+ac)

e~ & a®? +b% + ¢ > ab + bc + ac, o remiantis uzd. nr. 2, tai yra jrodyta.

12 Tegu E = (x+y—a)+@+2-02+@w+z—c2+(x—-d?+@y—e?+ A
(z—f)?+2(x+y+2—k)?+C > C. Kvadratus parinkome tokius, kad viska
sudauginus koeficientai prie kvadraty ir nariy zy, xz, yz atitikty originalig E
iSraiska, nepriklausomai nuo a, b, ¢, d, e, f, k. Tuomet

—2xa — 2xb — 2xd — 4dxk = —5H2x, a+b+d+ 2k = 26,
—2ya — 2yc — 2ye — dyk = —60y, =< a+c+e+2k=30, (1)
—22b —2z2¢ — 22f — 4zk = —64z b+c+ f+ 2k =32,

Kad E minimumas buty C, visi kvadratai turi buti lygus 0:

r+y—a=0,

$+Z_b:07 d+e:a,

y+z—c=0, d+f=b

r—d=0, = S (2)
y—e=0 etf=c

N d+e+ f=k,
r+y+z—k=0,

Is (1) ir (2) sudare bendra sistema ir ja iSsprende gausime a = 4, b =5, ¢ = 7,
d=1,e=3, f=4, k=28 0a>+b+ctd> +e+ f2+ k? = 244. Taigi,
E = (a:—i—y 4)? +(x+z—5) +(y+2z-72+@—-1)2+(y—3)2+(z—4)2%+
20 +y+2z—8)% —244 + U > ¥ — 244. Vadinasi, £ minimumas yra ¥ — 244, o
jis pasiekiamas, kai z =1, y = 3, z = 4.

13. A
a’ a . T
& Czy; Lt 3 = 0. Naudojame uzdavinio nr.1 rezultata:
Z al a Z3a3—a3—a2b—ab2
Gea*+tab+b® 3 e 3(a®+ab+b?)
2a% — a® - b°
> L3 i)

cyc
a—>

:23:0.

cyc
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14. Naudojame uzdavinio nr. 1 rezultata: A
KAIRE PUSE < ! + ! + !
ab(a +b) +abc ~ be(b+c) +abe  ac(a+ c) + abe
c a b
= + +
abc(a+b+c)  abcla+b+c) abc(a+b+c)
B a+b+c
~ abc(a+b+c)
1
=
15. Lema. Jei x,y - teigiami realieji, tai 2° + y° > 22y(x + y). A

Lemos grodymas.

210 = (x+y) (2 — 23y + 2% — 2+ b
= (2 +y)((z = 9)*(2* + 2y + v°) + 2°¢?)
> 2%y’ (z +y).

Naudodami salyga abc = 1, nelygybe pertvarkome:

KAIRE PUSE = Y ot
a P a® + b5 + a2b?c
ab’c
<
%; a?b?(a + b) + a?b’c
== _c
e a +b+c
= 1.
16. Lema 1. b3c + bed < b* + . A

Lemos 1 jrodymas. < b3(b—c) + c3(c—b) > 0 & (b—¢)*(b? + be + ¢?) > 0. Jei
be > 0, nelygybeé akivaizdi, o jei be < 0, tenka jrodinéti b2 + be + ¢ > 0: nelygybe

ekvivalenti (b + c)? > be, kas yra akivaizdu. O
Lema 2. a?be < %aQb2 + %a2c2.
Lemos 2 jrodymas. < (ab — ac)? > 0, kas yra akivaizdu. O
Naudodami salyga abc > 1, nelygybe pertvarkome:
5_ .2 4_ 2
. . a’ —a” - abc a* — a*be
KAIRE PUSE > =y —
czy; a’® + abe(b? + ¢2) ; a* + b3c+ be3
4_1.2p2 122
a* — 5a°b* — 5a°c
> 2 2 L 9
Czy; a* + b3c + bed (Lema 2)
4,232 2.2 34 122 A
a* —a“b® —a“c* +b* —bc*+c¢
> S (Lema 1)
- 1 (a2 _ b2)2 + (b2 o c2)2 + (62 o a2)2
2 at + bt +
> 0.
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17. Pastebime, kad galioja tapatybé:

1
(a? + 0%+ *)? = 3(a®b + b3c+ Pa) = - Z (a? = 2ab + be — ¢* + ca)? > 0.

cyc

Vidurkiy nelygybés
1. Naudosime AM-GM nelygybe:

g bt 1 n 15 > 94/ ab 1 n 15 S 1 n 15 41
=a —— > 24/ab- > = =4-.
16ab  16ab 16ab 16 (LH;)Q 2 16 4

.. 1 C 1. . 1
Minimumas yra 47, pasiekiamas, kai a = b = 3.

2. Naudosime AM-GM nelygybe:

S = at b4+ +1+3(1+1+1)
_a4a 4bc4c4abc

2\/ 1+2\/b 1+2\/ 1+3 31 !
“1a b “ 210V abe

9 1
3+1 a+b+c
3
9
SLL=Ts
4

WV

WV

> 3+

Nl =

S minimumas yra 7 %, ir jis pasiekiamas, kai a = b =c = %

3. Naudosime AM-GM nelygybe:

R 22
S = Z 1 (a+0) 33

cyc
;9 a+b+2+2
> 4 3
cyc
~af9 2a+btc)+4
V4 3
39 6 3
= .2 =V18.
4 3

Maksimumas yra /18, o jis pasiekiamas, kai a = b= c = %

4. Galésime naudoti AM-GM nelygybe, nesa —2 > 0;6—6>0;¢— 12> 0:

/ _ be be (a—2)+2 _ abe
beva—2=5v(a-2)-2< 7 2(b 6):333?7 b
3 ca ca _ aoc
+q cavb—6=g5y(b-06)-3-3< 555 = 355

Ye—12= -2 & (c—12)-4-4- _ab_ (e12)+d+4+4 _ abe
abv/c —1 _3/674\/(6 12)444<(‘/€4 : = o5

1 abc abc abc\ _ _5 1
érg%'(2\/§+g§/§+8ﬁ)_8ﬁ+2§/§'
I' jgauna maksimalia reiksSme, kai a =4, b =9, ¢ = 16. Ji lygi 8\% + ﬁ.
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5. Taikydami AM-GM nelygybe prarandame jos lygybés atveji, tac¢iau jis mums ir A
nereikalingas.

Turime kk—i_lzik—i_l-l-l-...-1<1(k+1+(k)—1)):1+1.

T‘uomet]<n—1+%+3%+---+i<n_1+%+%+“‘+m:
n-1+(1-H+(F-H+. +(GE-L)=rn-1+(1-1) <n

6. Pagal AM-GM: A
3 2 2
TG +2- >0/ ehe =109,
3 2 2 21,442 2
9 7B +2-C 49 >10Y/ 059 =102,
3 2 2 21,412
T2 G > 10§/ S = 107,

Sudedame ir gauname tai, kg reikéjo jrodyti.

Pastaba. Sjuzdavinj galima daug paprascéiau 1rodyt1 naudojant nesunkiai jrodoma
2
lema: Su realiaisiais teigiamais a, b, c galioja - —|— +< >a+b+ec

7. Pagal AM-GM nelygybe, galioja Sios nelygybés: A

Yerava= Va4 vaz2vb v,

. e +2vb = f+\f+f+\/5> 2\/c + 2/,
G2 42/e= G+ e+ ez 2va+2vh,
Va+ Vb + /¢ > 3y/Vabe = 3.
Viska sudéje gausime norima rezultata.
8. Pagal AM-GM: A

G+ 41>38% =39
+9 B+ +123y% =35,
3 3 2
G+ G +123{% =35,

WV
[}
TN T N T N
@‘@w
_l_
| %
_I_
| %
N~ N~ ~—
_l_
w
w
| %
|
| %

9. Pagal AM-GM: A
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2
34542 5 2 5{/pm =5 5,
2
+e 3542 k5 =54,
2
3-S5 +2- L >50-F5=5 1.
Sudéje gausime tai, ka reikéjo jrodyti.
10. Naudosime AM-GM nelygybe: A

KAIRE PUSE = (a+b+a+c)(a+b+b+ec)a+c+b+c)

2/(a+b)(a+c)-2/(a+b)(b+0) 2/(a+e)(b+e)
8(a +b)(a+ )b+ c)
8(1 —a)(1—b)(1—c).

WV

11. Duota nelygybé ekvivalenti § + % + <+ g +ite2= 2(%0). Pagal AM-GM A

nelygybe:

b b_ 3
bH et eZ3VE T e Fape
b, b b b.c_ _3b
+] triaemsyt-loe= 2
3
AR EELOTHES S
c_a+b+ec
= - - - =z 1
b+c+a Y abe ()
Taip pat:
b b b b.a_ _3b
atateZ3Va a ¢
b b _ 3
Yt i taZ3Vi b e = T
_ 3
A F LR -
b ¢ a_a+b+c
R )
a b ¢ abe
Sudéje (1) ir (2) gausime tai, ka reikéjo jrodyti.
12. Pagal AM-GM: A

20 1 1 1 a a 55
2b 1 1 1 b b 55

2¢ _ 1 1 1 5/(1
1+ =14l g5+52>5(%

2d 1 1 1 d d 5/ (1
1+¥=1+1+i+£+2L>5((%

L= (148) (1+2) (14 2) (14 3) > % (3.2 5.4)° = 5 Mini
mumas yra %. Jis pasiekiamas, kai a =b=c=4d > 0.
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13. Naudodami salyga, ver¢iame nelygybe homogenine: b(2c +a) + (221b) + a(2cb3+c) > A
atbic Pagal AM-GM:

b(2c+a) +3b+ (2c+a) > 35’/17(29%;) -3b(2¢ + a) = 9a,
3
+ (2a+b)+3c+(2a—|—b);33L.gc(ga_i_b):%’
>3

b(2a+b)
3
a(2b+c) + 3a + (2b + C) \3/% . 3(1(2b + c) = 9c,

Sudeje ir sutvarke nelygybe ir gausime tai, ka reikéjo jrodyti.

14. Nelygybe galime paversti homogenine, naudodami duota salyga: A
cla+b)+ab  alb+c)+be  blc+a)+ca < 9

a(a +b) b(b+ c) cle+a) 72
oyl b e a9

b ¢ a a+b b+c cH+a 2

a+b b+c cH+a b c a 15
& +

> 1
b c a +a+b+b+C+C+(l 2 (1)
Naudosime AM-GM nelygybe:

KAIRE PUSE(1) = “£b+bic+6;“+aib+bic+cia
3(a+b+b+c+c+a)
4 b c a
> 6\6/a+b'b+c_c+a_ b ¢ a
4b 4c 4da a+b b+c c+a

3 sla b c
31/ - 3
+4< b ¢ + )

15. Pagal AM-GM nelygybe:

3 =ab+be+ac > 3Va2b2c2 = abe < 1.
Pagal duotg salyga ir turima rezultata:
1 1
N Zl+a(37bc) _Zl+3a—abc

cyc cyc

KAIRE PUSE

. Zi_ab—i—ac—i—bc_i
= v 3a 3abc ~abe’

2 2 2
16. Nelygybe keliame kvadratu ir sutvarkome: < 2 b + ba2 + € b2 >a’+ b0+ A
Pagal AM-GM:
212 2.2 242 2 -2
O+ > 2y B =20,
2.2 2.2
9 BE g > 288 - 9F =2,
2 2 232 2,2 2p2
Cbg + acg 2 2 Cb(21 ' acg = 2@2
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a?b?

7 +

b22

= c a? + < b2 a2+b2+62'

17. Pagal AM-GM nelygybe:
(x+y)(z+2) =2y + (2% + 2y) + 22 > 2y + 20/y2 + vz = (Voy + Vaz)?.
Taigi,

;l‘-ﬁ- (:c—l—y)(a:—i—z)g;x—i-\/@%—\/ﬁ Z\f—i-—m

cyc

18. Padaugine i$ 2 ir prie abiejy nelygybés pusiy pridéje =2 + y? + 22, gausime
2+ 2/r+ R+ 2 g+ 2R+ 2v2 >3

Is AM-GM nelygybeés:

St Vot va =) 3Vad=0.

cyc cyc
Ta ir reikéjo jrodyti.
19. Pagal AM-GM:
a3 1+b 1+c 14+c _ 3a
)T T8 T8 2 3%/ 1+b)(1+c R =
b 1+c 1+a 1+c 1+a __ 3b
+ (I+c)(1+a) + +% 2 36/ 1+c 1+a B
3 1+a 1+b 14+a  14b _ 3¢
(I+a)(1+0) + g 2 3%/ 1+a 1+b) T8 T8 T 4
a® b3 3 atbt+c 3 ~ 3%¥abc 3 _ 3
= [T T 0o0Te T 0Ty S 2~ 12 2 Ti1T 1

20. Naudodami AM-GM nelygyb@ gauname:
(F+5+9)+(B+5+9)+(S+E+4> (\/a6b3 + 88+ \/cf’a?’) _
18

e2(E+h+5)+12>2 180 5+ 5+ 5 >3

21. Pastebékime, kad

(a—b+c—d)? >0 (a+b+c+d)? > 4(ab+be+cd+da) =4 < a+b+c+d > 2
Pagal AM-GM:

36a3

B0+ 2(b+c+d) +6a+3 >4/ 2(b+ ¢+ d) - 6a- 3 = 24a,
3 3

L) i 2c+d+a)+6b+3> 49/ 2P 2(ctd+a)-6h-3=24b,
25 1 9(d 4 a+b)+ 6o+ 3> 48/ 2(d + a+b)-6e- 3 = 2de,
8 £ 2a+b+c)+6d+3 >4/ 2(a+b+c) 63 =24d,

. . _a+btc+d 1_2 1 1

— KAIRE PUSE » 277 T¢7¢ ~ 52 - _ 2

373 3 3
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22. Pagal AM-GM: A

a?c?
7 7 1
(bg(ﬂ T et m) :
7 b7 1
(cng p=rins m) :

1 b7 7 7
3 (a202 + ang + b(ZZCQ ’

b’ 7 1
< +§T+m)v

Sudéje gausime tai, ka reikéjo jrodyti.

Cauchy-Schwarz nelygybé

1. Pazymime a1 = «, as+as = 3, ag+as+ag =7y ir ar+ag+ag+aig = 6. Tuomet A
a+pB+y+6d=1ira>p >~ >=9. Pagal Cauchy-Schwarz nelygybe:
Z=ad+a3+..+ad} > a2—|—%2—|—%2—|—% & 127 > 1202 + 632 + 442 + 352
Pastebime, kad o > %, a+p> %, a+f+vy = %, be to a+[B+~v+d = 1. Teisingai
padaugine ir sudéje gausime 12a+ 68 + 4~y + 36 > %. Na o pagal Cauchy-Schwarz
nelygybe:

(12a + 68 + 4 + 36)? - 252 25

25 ~42.25 16
Taigi Z minimumas yra %, o jis pasiekiamas, kai a; = i, as = az =

— _ 1 _ _ _ _ 1
a5—a6—ﬁ1ra7—a8—ag—a10—ﬁ.

127 >

, A4 =

oo

2. Pazymeékime Z = y/a + Vb + \/c + V/d. Pagal Cauchy-Schwarz nelygybés Engel A

forma;:
)
Z b d)? b d
Z_(arvbiyervadt b e d
10 10 2 3 4
72

= 3a+b+c+d)+(a+b+c)+2(a+b)+6a
< 3:30+14+2-546-1=120

< 7 < 10.

3. Nelygybe transformuojame naudodami duotg salyga ir tada sprendziame naudo- A
dami Cauchy-Schwarz nelygybe:

. . b2C2 (ZZCQ a2b2
KAIRE PUSE =
RE PUS a(b+ c) +b(a—|—c) +c(a+b)
(ab+bc+ ac)®  ab+ be+ ac
~ 2(ab+bc+ac) 2
Y a2b22
> % (AM-GM)

3
-
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4. Pagal Cauchy-Schwarz nelygybe: A

KAIRE PUSE = ) \/z, (321 + 22)

cyc

cyc cyc
2
= 4<an> =2(z1 +x2 + ... +xp).
cyc
5. Pertvarke taikome Cauchy-Schwarz nelygybe: A

(atbt )< a b :>>< a b e >2>9
a c = =z -
(b+c)?  (a+¢)? (a+0b)? b+c a+c a+d 4
Paskutiné nelygybé remiasi Nesbitt’o nelygybe, o tai ir uzbaigia jrodyma.
6. Pagal Cauchy-Schwarz nelygybe: A

T _ ¥ 7 < (x+y+ 2)?
ay+bz  az+br  ar+by ~  xz(ay+bz) +ylaz + bx) + z(azx + by)
(z+y+2)?
(xy +yz + xz)(a +b)
3
a+b

WV

Paskutiné nelygybé teisinga pagal
(x4 y+2)* > 3(xy + yz + x2).
7. Nelygybe pertvarkome, tada taikome Cauchy-Schwarz nelygybe, tada vél per- A
tvarkome:

: : a? (a+b+c)? a+b+c
KAIRE PUSE = > = .
Za—i—ab% a+b+c+abc(a+b+c) abc+1

cyc

Belieka jrodyti
2(a+b+c) > 3abc + 3,

kas pagal duota salyga yra ekvivalentu
(a4 b+ c)3 > 27abe,

kas seka i§ AM-GM nelygybés.

8. Irodymas remiasi matematine indukcija. Akivaizdu, kad jei nelygybé teisinga su A
n = k, tai teisinga ir su n = k + 1. Taigi, belieka jrodyti kai n = 2:

Jﬁ+@+¢@+@>¢m+wﬁ+@+@ﬁ
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10.

11.

Atskliaudus ir sutvarkius:
& (ai + a3)(b] + b3) > (a1by + aghy)?,

kas yra tiesiog Cauchy-Schwarz nelygybé. Sia nelygybe taip pat galima jrodyti
naudojantis Pitagoro teorema, ¢ia jrodymo nepateiksime, bet galite pabandyti ji
patys atrasti.

Lemma. 3(a® + 0%+ ¢3) > (a + b+ c)(a® + b + ¢2).
Lemos jrodymas. Naudojame AM-GM nelygybe: 3(a® + b3 + ¢®) = S a® +

cyc

Y A 5 563 4 39 — (g b+ ) (a® 4 b2+ 2). O
sym cyc sym

Pagal Cauchy-Schwarz nelygyb@ ir lema:

(DESINE PUSE)? < (a®* +b0*+ ) ((b+¢) + (a+c)+ (a+1D))
= 2(a®+b+c*)(a+b+c)
< 6(a® 4+ + ¢*) = 6(KAIRE PUSE).

Kita vertus, pagal AM-GM:

DESINE PUSE > \/abc\/ b+c)(a+c)(a+b)

> 3\/ abev 8abe

= 3{/2-V8-2=6.
Gauname, kad:
6(DESINE PUSE) < (DESINE PUSE)? < 6(KAIRE PUSE) =
KAIRE PUSE > DESINE PUSE, ka ir reikéjo jrodyti.
Pagal Cauchy-Schwarz nelygybe:

(@ + )=+ ) > (Vay + vVaz)

Taip sumazine visy trupmeny vardiklius gausime:

§x+\/(x+y)($+z)<%;x+\/@+\/ﬁ %;f—i—f+\f

Pagal Cauchy- Schwarz nelygybe:

(a+b+ctd+e+f)?
KAIRE PUSE Z ab+ac > ab+ac+bct+bd+cd+ce+de+df +ef+ea+fa+ fb*

Pavadinkime gaut@ Vardlklg V. Tada:
2V=(a+b+c+dte+t )’ —(a+d)?—(b+e)*—(c+ f)>
Taciau vél is Cauchy-Schwarz nelygybés:
(1+141) ((a+d)2+(b—|—e)2—|—(c—|—f)2) >(a+btretdtet )2
Taigi, V < % (a+b+c+d+e+ f)? kas uzbaigia jrodyma.
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Cauchy-Schwarz nelygybe naudosime dukart. Pirmiausia, A

ax + by +cz < Va2 + b2+ 2\ /2?4 y? + 22

Taigi,
KAIRE PUSE <[> a2 > 22+ [2) ab- [2) wy
cyc cyc cyc cyc
< Z:UQ—i—QZ:cy- Zcﬂ—i—QZab
cyc cyc cyc cyc
= (a+b+c)(z+y+2)
= a+b+ec
Pirmiausia pertvarkome: A
PEALELN SIS oL PP o
cyc b+c cyc b+c cyc b cyc b+c cyc b
- a a 3 - ac n ab n bc S 3
e b btc 2 " bb+c) clatce) ala+b) 2
a’c? a’b? b2c? 3
4

abe(b + c) * abe(a + ¢) * abc(a+0b) ~ 2

Paskutinei nelygybei pritaike Cauchy-Schwarz nelygybe gausime:
2.2 272 2 2 2

a“c ab b*c >(ab+bc+ac) >3

abe(b + c) + abe(a + ¢) * abc(a +b) = 2abc(a +b+c) ~ 2

Paskutinei nelygybei jrodyti naudojome gerai zinoma fakta, kad realiesiems z, y, z
galioja (z +y + 2)? = 3(zy + 22 + y2).

Padaugine nelygybe is -2 ir prie abiejy pusiy pridéje po 3, gausime ekvivalencia A

nelygybe
a’ + b? a? + 2 A+ b2 3
2 2+ 2 2+ 2 227' (1)
2+a’*+b 24a*+c 2+c*+b 2

Naudosimes Cauchy-Schwarz nelygybe:

2
(\/a2 + 02+ Va2 + 2+ Vb2 +62)
6+ 2(a®+ b2+ 2)
2(a® + %2+ ) +23 V/(a? +b?)(a? + 2)

cyc
6 +2(a? + b + c?)
2(a® + b2+ %) + 23 (a® + be)

cyc
6 +2(a? + b + c2)

(a+b+c)?+3(a®+b*+c?)
6 +2(a? + b + c2)

33+a?+b*+c?) 3

2B+ a2 +02+¢2) 2

KAIRE PUSE (1) >
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15. Visur taikysime Cauchy-Schwarz nelygybe. Pastebékime, kad A
(@®+2)*+2) = (@+1D)A+b)+a*+b*+3
> (a+b)?+ (GZW +3
= g((a +0)*+2).

Tuomet

@+DF +2)(E+2) > S+’ +22+ )

> ;(\@(a +b) + V2c)?
= 3(a+b+c)

Specialios technikos

1. Pirma mintis - atlikti homogenizuojantj keitinj a = £, tac¢iau netrunkame jsitikinti A

kad tai nieko gero neduoda, todél tenka pasukti galva ieskant kitokio kelio. Ir Stai
1 1 1

- keitinys a = £, b = o C= 3 iSspres problema. Zinoma, nepamirskime, kad

vistiek xyz = 1. Nelygybé tampa

3 6
1+ = .
Ty tyz+zr x+y-+z
Kadangi
1
xy+yz+axz < g(x—l—y—kz)Q,
tai belieka jrodyti:
9 S 6

+ 2 = b
(x+y+2) T+y+z
kas seka is AM-GM.

2. Nesunku pamatyti, kad reikia pasikeisti a = %”3, b = 27;/7 c = %” Gausime A
nelygybe:
20 — 2y  2y—2z 2z-—2x Y z T

<0& >
2z 4y 2y + 2 22+ 2x+y+2y+z+22+x

Pagal Cauchy-Schwarz nelygybe:

Z T (x+y+2)? 1
2241 2(2z+2)+yRe+y)+ 22y + 2)

cyc

3. Kadangi abc = 1, kei¢iame a = %, b=1Y c¢= 2. Tuomet gausime, kad reikia A
irodyti

I
[\CRGV
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Pritaikome Cauchy-Schwarz nelygybe:
Z 2 S (22 + y? + 22)?
22y 4223 7 22y? 4 2222 + 222 + w28 + yad + zyd

cyc

Belieka jrodyti
2(z% + 3% + 22)2 > 3(a2y? + 2222 + y22% + 228 + yad + 210),

kas ekvivalentu $iy dviejuy nelygybiy (kurios galioja pagal AM-GM nelygybe) su-

mail:
doat =D aby

cyc cyc

21‘4 + :):2y2 > QZxSy.

cyc cyc

ir

Duota nelygybé yra homogeniné, todeél ja jrodysime kai a? + b + ¢ +d?> = 1. A
Nelygybé tampa:

a b c d 3v/3
>
@ 1 1-& 1-&~ 2
Pagal AM-GM nelygybe:

2a2+1—a2+1-a2\> /2\3
2a2(1—a2)(1—a2)<<a+ ot “);()

3

a 3 32

27

N~ “

Taigi:

a b C d 3\/§ 2 2 2 ) 3\/§
> =—.
—eticpticetice? g @i tatd) ==

Kadangi turime homogenine nelygybe, nemazindami bendrumo tariame, kad A
a+ b+ c = 3. Pertvarke gausime:
(3+a)? (3+b)? N (34 ¢)? <
22+ (3—a)? 202+ (3-0)2 22+ (3—c¢)2 °

a?+6a+9 b2+6b+9 2 +6c+9
<24
a?—2a+3 bV —-2b+3 2—2c+3
8a + 6 8b+ 6 8c+ 6
< 24.
-2 -4z T e—12+2
Kadangi (x — 1)? 4 2 > 2 visiems z, tai belicka jrodyti

& 3+

8(a+b+c)+ 18 < 42,

kas pagal salyga a + b+ ¢ = 3 yra tapatybeé.
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6. Pasikeiskime z = %, Yy = %, z = % Salyga taps zy + xz + yz = 1. Pagrindiné A
nelygybé:
x Yy z

+ + <
Vit+a?2 1+ V1422

| W

)

arba

x Yy z
+ + <
Vo2t zztay+tyz VRt oztaytyz V22 az+ay+yz

N W

arba
T Y z

JarnErs  Jurnwta  JEraEiy
Pagal AM-GM nelygybe:

| W

Z T _ Z zy/(z +y)(x + 2)
cyc V(x+y)(x+z) cyc Hf—l—y :L'+Z)

1 z(@+y) +z(@+z)
22 (x—i—y)(w—i—z)

N

cyc

- 72:1:4—2

cyc rT+y
3
= 3
7. Pasikeiskime a = %, b=%c=7%d= Z, e = <. Tada po nedideliy pertvarkymy A
gausime:
Z a + abe Z % + %
= T ,1, 1°
Cycl—i—ab—i—abcd i s o
O tada dar pakeite % =ay, % = ag, % = as, % = ay, % = a5 ir paprastumo délei

pazymeéje S = a1 + a2 + as + a4 + a5, gausime, kad reikia jrodyti

Z ag + aq >E

z - (1)
a1 + as + as 3

cyc

Dabar taikome Cauchy-Schwarz nelygybe, nezymiai pertvarkome vardiklj ir dar
karta taikome Cauchy-Schwarz nelygybe:

452
> (a2 + aq)(a1 + az + as)

cyc

KAIRE PUSE(1) >

- 452
282 — > (a1 + CL3)2
cyc

N 452

z 452
252 — ==
10

3
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8. Neprarasdami bendrumo tariame, kad a + b + ¢+ d = 1. Tuo naudodamiesi A
irodysime, kad
(a+b)(b+c)(c+d)(d+ a) > abc + bed + cda + dab.
Tai reikalauja tiesiog pertvarkyti nelygybe ir pritaikyti fakta 2% > 0:
(a+b)(b+c)(c+d)(d+a) = a*c®+b*d* + 2abed + Zabc(a +b+c)

cyc

= (ac—bd)Q—l—Zabc(a—l—b—l—c—i—d)

cyc
> Z abe.

cye
Dabar jrodysime
3
(Z abc) > 16a*b*c*d*(a + b + ¢ + d).
cye

Pakeite abc = z, bed = y, cda = z, dab = t, gauname

(x+y+2z+1)° > 16(zyz + yzt + ztx + tay).
Taikykime AM-GM nelygybe:

KAIRE PUSE =
3
_ 3 2
= Zaz +§Z$ y+6Zmyz
cyc sym cyc
1 1
= 72x3+y3+z3+—Zx2y+m22+y2m+y22+z2x+22y+62xyz
3 cyc 4 sym cyc
3
= Zﬂsyz—k 3 nyz—FGnyz
cyc sym cyc
= 162xyz.
cyc

9. Salyga a,b,c € [0,1] sufleruoja apie trigonometrinj keitinj. Ir iSties, pasikeite A
a=sin’z, b=sin?y, ¢ =sin? 2, kur z,y,z € [0, 5], gauname tai, ka reikia:

sin z siny sin z + cos x cos y cos z < sinz siny + cosx cosy = cos(x — y) < 1.

10. Pakeit¢ a = y+ 2z, b = x4+ z, ¢ = = + y, padaling iS zyz ir sutvarke nelygybe A
gausime, jog tereikia jrodyti
2 2 2 2 2 2
x z x z
e R
Y z x z x Y
Taciau tai yra dviejy nelygybiy, kurios tiesiogiai jrodomos su Cauchy-Schwarz

nelygybe, suma:

ir
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11. Nelygybe dauginame is 4, pertvarkome, tada taikome Cauchy-Schwarz nelygybés A
Engel forma, nes i$ trikampio nelygybés seka, kad visi vardikliai teigiami:
a+b—c b+c—a c+a—">
30L—b—|—c+ 3b—c+a 3c—a+b
(a+b+c)?

4. (KAIRE PUSE) = 3+

> 3
+ Y(a+b—c)(Ba—b+c)
cyc
_ 34 (a+b+c)?
N > 3a? — ab + ac + 3ab — b% + be — 3ac + be — 2
cyc
= 4.
12.  Atliekame Ravi keitinj: a =z 4+ y, b=y + 2, ¢ = z + . Gausime: A

3(Vat @)+ et +Erneta) 22 (e Vit vE®
Bet pagal AM-GM nelygybe:

\/(x—l—y)(x—l—z):\/x2+xy+xz+yz> \/x2+2x\/yz+yz:x+\/yz.

Analogiskai pasielge su likusiais nariais gausime nauja nelygybe, kuriai vél taikome
AM-GM nelygybe:

3x+y+2)+3yz+Vrz+Ty) = 2@ +y+2)+4( Yz + Vrz + /zy)
= 2(vVT+y+v2)2

13. Pertvarkykime kairés pusés démenis, kad jie tapty ,,apversti” ir iSkart taikykime A
AM-GM nelygybe:

a a + ab® — ab? ab? ab® ab
= =0——=20——F—=0— —.
1402 142 1+ b2 2b 2
Analogiskai pertvarkius likusius démenis, nelygybé pavirs j
a 1 3
;m >a+b+c—§Zab> 3
yc cyc
Paskutine nelygybe jrodome pasinaudoje faktu
b 2
ab+ bc+ ca < (a—|—3+c) = 3.
14. Pertvarkome, taikome AM-GM: A
a + ab’c — ab’c ab’c
> 2 DSl
v 1+ b2%¢ v 2by/c
1
= Z a— ib\/ac - a

cyc

1
> Za— Zb(ac—i—a)

cyc

= a—l—b—l—c-l—d—iZabc—%Zab.

cyc cyc
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Pagal AM-GM nelygybe:

1
> abe < E(a+b+c+d)3:

cyc

o pagal Cauchy-Schwarz nelygybe:

b d)?
S"ab = (a+b+c+d)?—(a+c)?—(b+d)® < (a+b+c+d)>— (a+ zc+ L
cyc
Taigi,
a b c
b d—2=2.
[+0% 1+ 11da T Tyam -ttt et
15. Pertvarkome, taikome AM-GM: A
1 1 3 1« al
i i inm
cge On + ay + e
16. Naudosime Cauchy Reverse Technique: A
a-+ 1 ab* + b* ab+b
el M el H 1— .
CZ Z EEua D Plas 2
yc cyc
Pagal Cauchy-Schwarz nelygyb@:
1
Zab = —((a+b+c+d)?—-(a+c)?—-(b+d)?
cyc 2
1 b d)?
< Sllatbtetd’- (a+ ECJF Ky
Taigi:
1 4 b d
Zi Sadbtetdid—ratorera
b2 41 2
yc
17. Lema. (2 — x) < 1, su realiais x. A
Lemos jrodymas. < (z —1)?2 >0 O
Pertvarkome pagrinding nelygybe ir taikome lema;:

1 3 a?
22—(1:5_'_22(1((1—2 7+Z

cyc cyc

18. Pertvarkome ir du kartus taikome AM-GM bei nelygybe ab + bc + ac < M A
2

a 2b3a
Za—l—2b3 - Za_a—l—2b3

cyc cyc
2b3a

> a— — ZVb3a2

T RNk
> — Z(ab+ab+b

Czy;a g(a +ab+0b)

2 2

> a+b+c—2—7( (a+b+e)?+3(a+b+c))=1.
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Funkcinés lygtys

1.

\V)

10.

11.

12.

13.

Isistatykime z =0
Isistatykime y = 0, gausime f(z) = 22. Patikrine matome, kad §i funkcija tinka.

. Isistatykime y = 0. Gausime, kad su visais x turi buti f(x) = 1, ta¢iau si funkcija
lygties netenkina. Sprendiniy néra.

Isistate x = 0 gauname f(y) = (y+1)f(0), t.y. vienintelés funkcijos kurios galéty
tikti yra f(x) = ¢(x 4+ 1). Patikrine gauname, kad tinka tik ¢ =0, t.y. f(z) = 0.

Isistatykime vietoje y bet kokj nelyguy nuliui skaiciy, pavyzdziui 1. Gausime
f(z) = f(1)z, vadinasi, ieSkomos funkcijos bus pavidalo f(z) = cz, kur ¢ reali
konstanta. Patikrine gauname, kad visos tokios funkcijos tinka.

Isistatykime y = —1, gausime f(z + f(—1)) = 0. Kadangi f(—1) yra konkretus
skaicius, tai © = f(—1) igyja visas realias reikSmes, i§ kur gauname, kad funkcija
turi tenkinti f(z) = 0. Patikring matome, kad $is sprendinys tinka.

Isistatykime x = —z. Gausime —zf(—x) + f(z) + 1 = 0. I8 pradinés lygties
issireiske f(—x) ir jsistate gausime f(x) = — 11;’;”2, kas ir yra sprendinys.

Isistate x = %1 irez = ﬁ kartu su p}radine turime tris lygtis, is kuriy papluséje
issireiskiame f(x). Gauname f(z) = %

Isistate x = 1 ir z = 1 gauname f(t) = tf(1), t.y. funkcija gali buti tiktai
pavidalo f(z) = az,a € R. Patikring matome, kad visos tokios funkcijos tinka.

Isistatykime y = 0 ir y = 1. IS gauty lygybiu gauname, kad f(x) - tiesiné funkcija
(f(x) = (f(1) = f(0))xz + f(0)). Patikrine matome, kad funkcijos f(z) = ax + b
tinka su visais a,b € R.

Istate vietoje t bet kokia reiksme, su kuria f(¢) # 0 gauname, kad f(z) - tiesiné
funkcija. Patikrine gauname, kad tinka tik f(x) =z + 1.

Taip:
-z, x <0,
o= {3

z?, x2=20.

[sistate z = y gauname f(f(0)) = —x? — f(x)?. [sistate £ = y = 0 gauname
f(f(0)) = —£(0)2. Is siy dviejy lygybiy gauname f(0)%2 — 22 = f(z)? > 0, kas

negalioja su visais € R. Vadinasi funkcijy tenkinanciy lygtj néra.

Kadangi visiems realiesiems a, b egzistuoja tokie x,y, kad xt +y =a ir x —y = b,

tai lygti galime uzrasyti b2f(a) = a®f(b). Jei egzistuoja toks by, kad f(by) # 0,
tai ji jstate vietoje b gauname f(a) = ca?, kur c - konstanta (jei neegzistuoja, tai
f(x) = 0). Istate gauname, kad c tegali buti lygus 1, vadinasi, sprendiniai yra
flz)=zir f(x) =0.
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14.

15.

16.

17.

18.

auname f(f(x)) = f(f(0)) +z ir f(z + f(0)) =

Istate z = 0 ir jstate y = 0 g
0)=ff0) +2 = flz)=z+c
(

f(f (@), 18 kur f(z + f(0)

Isistatykime x = y ir y = z (t.y sukeiskime kintamuosius vietomis). Gausime
flx+y) =3" f(y)+2Y- f(z). Atéme i$ Sios lygybés pradine ir jsistate y = 1
gausime f(z) = 3” — 2. Patikriname - tinka.

Rasti bent vieng funkcijg néra visai paprasta, taciau kiek pamaste matome, kad
f(x) =+ 1. Taip pat tiks ir f(z) =2+ L ir f(z) =23+

Istatykime x = 1 ir y = 1. Gausime f(1)? = 2f(1). Kadangi funkcija jgyja tik
teigiamas reikSmes, tai f(1) = 2.

Istatykime y = 2. Gausime, kad f(z)? = f(2?) + 2. Kadangi su visais = € R
f(z%) > 0, tai su visais * € R f(r) > /2. Dabar, kadangi su visais + € R

>
f(x?) > /2, tai su visais € R f(z) > /2 + v/2. Taip tesdami, gauname, kad
su kiekvienu x ir kiekvienu n € N

x)>\/2+\/2+---+\/2+\/§.

Kadangi, kai n artéja i begalybe, \/2 + \/2 + o+ 2+ V2 artéjaj 2 (seka aki-

n
vaizdziai didéjanti, mazesné uz 2 = turi riba. Ja randame issprende /2 4 x =
x=x=2),tai f(z) > 2.
c.) dalyje uztenka pasinaudoti jsistacius f(z)? = f(2?) + 2, ir norint jsitikinti,
kad f2(x) —2>0-b.) dalyje gauta nelygybe.

Atkreipsime démesj, kad jei nebuty lygties apribojimo vien teigiamiems skai-
¢iams, tai jsistate y = 0 iS karto gautume, kad f(x) = ¢. Taciau apribojimas yra,
todél suktis teks kiek kitaip.

Fiksuokime suma ir ziurékime, kaip kinta sandauga. T.y. jsistatykime pvz., y =
2—z. Gausime f(z(2—2x)) = f(2). Kadangi galime statyti tik teigiamas reiksmes,
tai §i lygybé yra teisinga tik, kai o € (0,2). Siame intervale, kintant x reikimei,
reiskinio (2 — z) reiksmeé kinta nuo 0 iki 1, t.y. z(2 — z) € (0,1]. Tad gauname,
kad f(x) yra pastovi intervale (0,1]. Lieka pastebéti, kad ji periodiné: jstate
y = 1 gausime f(z) = f(x + 1), todél pastovi ir visur.

Fiksuokime suma. Tegu x = 2—y. Tuomet f(2) = f(ﬁ) Kai z kinta nuo —oo

iki oo reiskinys (2 7y kinta intervaluose (—00,0) U3, 00), kartu ir funkcija tuose

intervaluose pastovi. Likusia dalj (0,%) galime prijungti naudodami f(z + 3) =
f (% + 2). Pastebésime, kad funkcijos reiksmeé taske 0 taip ir lieka neapibrézta.

Atsakymas
a, x#0
f(x)_{b, £=0 abeR
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19. Atsikratykime penketo: jsistatykime f(x) = g(z) — % Gausime, kad g tenkina A
lygti g(2x + 1) = g(z). Pabande pirmas keleta reikSmiy gausime, kad

9(1) = 9(0), 9(3) = 39(0),9(7) = 3°9(0), g(15) = 3°¢(0).
Isizitréje pamatysime, kad taip tesdami gausime
g(2" — 1) =3""g(0).

Pazyméje 2" —1 = x gauname n = log,(z+41) arba g(z) = 3'°82 = -9(0). I8 f(0) =
0 seka, kad g(0) = 3 ir susitvarke su neigiamy skai¢iy keliamais nepatogumais

2
gauname, kad
lz=t1] 5 5
—glogy —— .2 _ ¢
tenkina lygtj.
20. Isistatykime y =0ir y = 1: A

f@) = (@ +a+1)(f(z) - f(1) + fD),
f@®) = 2*(f(z) = f(0) + f(0).

Lygybés teisingos su visomis = reikSmémis, tad sulygine desSinigsias puses gausime

f(@) =z f(1) + (1 —2)f(0),

t.y. funkcija tiesiné. Patikring matome, kad lygti tenkina visos funkcijos f(z) =
ax + b, kur a,b € R.

21. Sis uzdavinys, nors ir paprastas, yra gerai Zinomi spastai. I pirmo zvilgsnio A
padaryta isvada, kad sprendinai yra tik f(x) = 1 ir f(z) = —1 néra teisinga.
Atidziau pazvelgus tampa aisku, kad viskas, ka galima pasakyti apie funkcija, yra
tai, kad bet kuriame taske ji jgyja reikSme 1 arba —1. Uzrasius ta matematiskiau,
sprendiniai atrodo kaip

fla) = {1, x € A,

—]-a x QI Aa
kur A bet koks R poaibis.

Funkcijy tipai

1. Jei funkcija grieztai didéjanti, tai visiems skirtingiems a > b turésime f(a) > f(b), A
todél funkcija nejgis vienody reiksmiy.

Bijektyvi funkcija nebutinai turi buti monotoniska. Pavyzdziui, f(x) = %, kai

x #0,ir f(0) =0.
2. Negali, nes, pavyzdziui, jstate x = 0 matome, kad f(y) = f(—y) su visais y. A

3. Istate x = —x ir y = —y gauname f(z +y) = —f(—x —y) = f(t) = —f(—t) A
vt € R.
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11.

12.

13.

Lyginés monotoninés yra tik f(x) = ¢, f: A — R, lyginé injektyvi tik f(0) = ¢,
f:{0} — R (jei dar bent viena taskuy pora priklausyty apibrézimo sriciai i§ karto
gautume neinjektyvia). Lyginés surjektyvios pavyzdys gali buti f(x) = In|x|, kai
x %0, £(0) = 0.

Tegu a > b. Istate z =

b, y = a — b gausime f(a)f%(a —b) = f(b). Kadangi
fla—10)? <1, tai f(a) > f(b).

Jei zinome, kad funkcija yra surjektyvi, tai egzistuoja toks a, kad f(a) = 1. Istate
gauname f(a-1) =a = 1= aq, vadinasi f(1) = 1.

Irodysime, kad f(x) = z. Tarkime prieSingai - tegu egzistuoja toks a, kad
f(a) > a. Tuomet, kad kadangi f yra didéjanti, tai

fla) >a= f(f(a)) > fla) = f(f(a)) > f(a) > a = f(f(a)) # a - priestara.
Tardami, kad f(a) < a, priestara gauname analogiskai.

Istate x = 0ir z = 1 gauname, kad f(a+b) = f(b), todeél pasinaudoje¢ injektyvumu
gauname a = 0. [state x = b gauname f(b)f(1—b) = f(b), tad arba f(1—b) =1,
arba f(b) = 0. Taciau f(b) negali buti lygus nuliui, nes gautume f(x)f(1—x) =0,
0 i$ ¢ia be galo daug reikSmiy, su kuriomis funkcija lygi nuliui, kas priestarauja
injektyvumui. Galiausiai pastebékime, kad funkcija nulio i$ vis nejgyja, nes jei,
tarkime, f(c) = 0, tai jstate gauname f(b) = 0, ko negali buti. Taigi ji néra
surjektyvi.

Isistatykime x = y, y = z, gausime f(xz + f(y)) = f(y + f(z)). Kadangi f yra
grieztai didéjanti, tai ji injektyvi, tai x + f(y) =y + f(x) = f(x) = z + c. Istate
randame ¢ = 2005.

Isistatykime z = y, gausime (y + y)(f(y)y) = Vi) + fy). Jei f(z) =

22

. v . . . s L _ .o
f(y), tai is abiejy lygybiu gauname T Ty T T =Y Gavome kad funkcija

injektyvi. Istatykime y = 1 ir z = 1"'—2‘/5 =\, t.y. lygties x + 1 = 22 sprendinj.
Tuomet gausime, kad f(f(N)) = f(f(1) + f(A)) = f(1) =0, o taip buti negali.

Nesunku pastebéti, kad funkcija yra injektyvi. Isistate x = 1,y = 1 gauname
FE) = (1) = f(1) = 1. bistate 2 = L gauname (y+1)f(5) = £(s) +1 —
fy) =y

Kadangi g yra surjektyvi ir f(y) + x jgyja visas realiasias reikSmes, tai is lygybeés
gauname, kad ir f surjektyvi. Tegu a toks, kad g(a) = 0. Istate x = a gauname
fly) =9(f(y) +a). Kadangi f surjektyvi, tai g(z) = x — a su visas = € R. Istate
g israiska j pradine lygybe gauname, kad f(r+y—a) = f(y)+ 2z —a. Istate y = a
gauname f(z) = x + b. Vadinasi, sprendiniai yra g(x) = z + a, f(z) =z + b, kur
a,b eR.

Irodykime, kad f injektyvi. Naudodami keitinj z + y = a, xy = b gauname lygtj
fla+ f(b)) = f(f(a)) +b. Taciau ji galioja ne visiems a ir b, o tik tenkinantiems
salyga 4b < a2, nes kitaip sistema = + vy = a, 2y = b neturi sprendiniy. Bet tai ne
béda - kiekvieniem b; ir be galime paimti a tokj, kad 4b; < a? ir 4by < a?. Tuomet
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14.

15.

16.

17.

18.

galime naudotis lygtimi ir iS f(b;) = f(b2) gauname b; = be - injektyvumas

irodytas. Istatykime j pradine lygti y = 0, gausime f(xz + f(0)) = f(f(x)), i$
injektyvumo f(z) =z + c.

I3 lygybés g(f(z)) = 23 seka, kad f yra injektyvi ir kad f(g(f(x))) = f(2?®) =

f?(x) = f(23). Isistate z = —1,0,1 gauname, kad f(—1), f(0) ir f(1) gali jgyti
tik reiksmes 0 arba 1, kas prieStarauja injektyvumui.

Pastebékime, kad f injektyvi. Istatykime x = 0, gausime f(f(0)) = @. Istaty-
kime # = £(0), gausime 47(£(£(0))) = 2(F(0)) + £(0) = F(0) + £(0) = 2£(0), i
kur f(f(f(0))) = @ = f(f(0)). Naudodamiesi injektyvumu gauname

FOF(f(0))) = f(f(0)) = f(f(0)) = f(0) = f(0) = 0.
Kadangi funkcija injektyvi, tai isties f(z) =0 < z =0.

Patyrinékime keitinj y = W IS pradziy gali pasirodyti, kad jis yra nuleistas is
dangaus, bet viskas daug paparasciau - jis tiesiog kyla iS naturalaus noro sulyginti
flyf(z))ir flx+y) (yflz) =x+y = y= W) Taciau prisiminkime, kad
funkcijos apibrézimo sritis yra teigiami skaic¢iai. Tuomet tenka samprotauti taip:

xT

jei egzistuoja toks x, kad f(x) > 1, tai galime jsistatyti y = F=1 ir gausime

f(x)f(fx(];gw_)l) = f(fw(fgx) ) = f(x) =1 - priestaral

Vadinasi gavome, kad f(z) < 1 ir, i$ pradinés lygybés, f yra nedidéjanti (f(z +
y) = f@)fyf(x)) < f2)).

Nagrinékime injektyvuma: Jei egzistuoja tokie a < b, kad f(a) = f(b), tai gau-
name, kad f(a +y) = f(b+ y) su visais y, todél f(y) = f(b— a+ y) su visais
y > a, vadinasi, funkcija yra monotoniska ir periodiné = f(x) = ¢ su visais > a.
Isistate i pradine lygti pakankamai didelius = ir ¥ gauname ¢ = 1, o jsistate x
pakankamai didelj gauname f(y) = 1 su visais y. Lieka atvejis, kai funkcija yra
injektyvi. Pakeite y = % gausime f(z)f(z) = f(z + ﬁ) su visais z,z > 0.

Sukeite x ir z vietomis bei pasinaudoj@ injektyvumu gauname z + ﬁ =z+ ﬁ,

i$ kur lengvai randame f(z) = kur ¢ € RY.

1+c:p’

Tegu f(xo) = 1, tada jsistate * = z¢ gauname f(xo + y) = f(y), vadinasi,
funkcija yra periodiné ir vienetg jgis be galo daug karty, o to buti negali, vadinasi,
f(z) #1,Vx € RT.

Tegu f(a) = f(a+ b), tuomet jsistatykime x = a,y =
priestara, vadinasi funkcija injektyvi.

\@

@ gausime 1 = f(f(ba)),

~

Pradinéje lygtyje istatykime x = y, y = x, gausime f(z + yf(z))

f(y+2f(y). Kadangi f injektyvi, tai = +yf(z) = y + 2(y) — f(z
Patikrine matome, kad tinka.

x+ 1.

f()()=
)

Pastebékime, kad f injektyvi. Istate x = 0, y = 0 ir pazyméje f(0)+ f(f(

gauname f(u) = u. Istate y = w gauname f(z +u) = f(f(x) + ) f(z
r+u= f(z) ==

e

0)) =
)

+u
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23.

Funkcija akivaizdziai bijektyvi, todél egzistuoja toks zg, kad f(xg) = 0. Isista-
te = x¢ gauname f(f(y)) = y. Isistate x = f(z) gauname f(z2 + f(y)) =
vf(z) +y = f(f*(x) + f(y)). Kadangi f injektyvi, tai f%(z) = f(x)%. Vadinasi,
kiekviename taske x funkcija lygi arba x, arba —x. Tegu egzistuoja du nenuliniai
taskai, kurinose f(x) = z ir f(y) = —y. Tuomet gauname f(z%+y) = 2% —y, kas
yra nejmanoma (m2—|—y::132—y — y=0,22—y=22-y = =0 ).
Vadinasi, tinka tik f(z) =z ir f(z) = —=z.

Funkcija bijektyvi. Istatykime z = 0 ir = a, kur a toks, kad f(a) = 0. Gausime
lygybes f(f(y)) = f2(0) +y ir f(f(y)) =y, i8 kur f(0) =0 ir a = 0.

Istatykime = = f(z) ir pasinaudokime lygybe f(f(x)) = z. Gausime f(f(z)x +
f(y)) = 2® +y, vadinasi f?(x) = 22 su visais .

Tegu x ir y tokie, kad f(x) = z ir f(y) =y ir x,y # 0. Tada is pradinés lygties
gauname f(2? —y) = 2% +y. Kadangi f(z? — y) gali buti lygus tik 22 — y arba
y — 22, tai gauname, kad arba y = 0 arba z = 0 - priestara. Vadinasi, sprendiniai

yra f(z) = x ir f(z) = —=z.

Istate y = z = 0 gauname f(h(g(x))) = x + h(0). Istate y = 0 gauname
g(z + f(0)) = ( (2 )) Kadangi g injektyvi (atkreipkite démesj i kintamaji x
pradinéje lygtyje), tai f(x) =z + a.
Isistate gauname lygti h(g(x))+y+a = h(y)+z, i$ kurios akivaizdziai h(x) = z+b,
ir g(x) =z — a.

Funkcija injektyvi. Raskime f(0): = = 0 = f(f(y)) = v + f2(0) = f(£(0))
f?(0). Pazymékime f(0) = a, tuomet paskutinioji lygybé pavirsta i f(a) = a
Istatykime z = 0, y = a ir 2 = a, y = 0. Gausime f(a?) = a? +a ir f(a® +a) =
at +a% 1§ éia f(f(a?)) = f(a* +a) = 2a¢*=a*+a®> = a=—-1,0 arba 1.
Jei £(0) = 1, tai tuomet i8 f(f(y)) = vy + f(0) gauname f(1) = 1 - priestara
injektyvumui.

Jei f(0) = —1, tai i8 f(f(y)) = y + f?(0) gauname f(—1) =1 = f(1) =0 =
f(0) = 2 - priestara.

Vadinasi, f(0) = 0. Tuomet f(f(z)) = = ir f(2?) = f?(x). Istate z = —y

gauname f(f(y)) = f2(=y) —yf(W) +y =y = [(-9)*) —yf(y) +y = fly) =
yf(y). Kadangi funkcija injektyvi, tai f(y) =0 tik kai y = 0= f(y) =

2

f(z) = 0 yra sprendinys, ieskosime likusiy. [rodykime, kad f turi buti lyginé.
Pastebéekime, kad f(f(z) — f(y)) = f(f(y) — f(x)), todél uztenka jrodyti, kad
f(z) — f(y) igyja visas reiksmes. ISties, tegu a toks, kad f(a) # 0. Istatykime
y=a—x = f(f(z)— fla—2x)) =2z —a)?f(a). I§ éa matome, kad f igyja
visas teigiamas arba visas neigiamas reikSmes (priklausomai nuo f(a)), vadinasi,

f(x) — f(y) tikrai jgyja visas realiasias reikSmes.

Istatykime y = —y. Gausime f(f(z)—f(y)) = (x+y)*f(x—y) = (z—y)*fla+
y) = (x +y)?f(z — y). Kadangi visiems realiesiems a, b egzistuoja tokie z,y, kad
r+y=airz—y=0>b, tailygti galime uzrasyti b>f(a) = a®>f(b) = f(z) = c2°.
Patikrine gauname ¢ = 1, vadinasi, sprendiniai yra f(z) = x ir f(z) = 0.
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Istatykime = = 0, gausime f(0)+y = f(g(y)), vadinasi f surjektyvi, g injektyvi.
Irodykime, kad ¢g(1) = 1. Istatykime y = 0, gausime f(xg(1)) = zf(0) + f(z +
g(0)). Jei g(1) # 1, tai galime sulyginti zg(1) = x + ¢(0) paéme = = 9(0)

g(1)—1-
Tuomet gauname gg(?l)){((i) = 0= f(0) = g(0) = 0 (pasinaudojus antraja salyga).

Isistate y = —1 gauname f(z) = ax ir g(z) = £. Patikring gauname, kad a = 1,
taigi f(x) = g(x) = x - priestara prielaidai g(1) # 1.

IS f surjektyvumo zinome, kad egzistuoja toks u, kad g(u) = 0. Irodykime, kad
u = 0. Tegu u # 0, tada g(u + 1) # g(1) = 1 (i$ g injektyvumo). Istatykime
T = % ir y = u, gausime u = 0 - priestara. Taigi gavome, kad f(0) = 0 ir
g(0) =0, ir i$ ¢ia jau zinome, kad gaunasi f(x) = g(z) = =.

Istatykime = = 0. Gausime f(f(y)) = y. Istatykime x = f(z), gausime
f(f2(x)+ fiy) =y + fl@)x = f(2® + f(y)). Kadangi funkcija tenkinanti lygtj
yra akivaizdziai bijektyvi, tai gauname f?(r) = 2% = f(v) = +u.

Tegu x ir y tokie, kad f(x) = z ir f(y) = —y bei x,y # 0. Tada pradiné lygtis
tampa f(z? —y) = y + 22. Kadangi f(2? —y) = 22 — y arba f(2® —y) =y — 22,
tai gauname y = 0 arba x = 0 - priestara. Vadinasi, sprendiniai yra tik f(z) =

ir f(z) = —x.

Funkcija bijektyvi, todél egzistuoja toks a, kad f(a) = 0. Isistate x = y = a
gauname f(a?) = a = f(f(a?)) = 0. Tadiau kadangi f(f(y)) = y + f2(0), tai
a?+ f2(0) =0=a=0ir f(0) =0.

Tuomet i§ pradinés lygties gauname, kad f(z?) = f?(x) = f(—2z)2. Dél injekty-
vumo f(z) # f(—x), todél f(x) = —f(—z). I8 ¢ia ir i§ f(z?) = f%(z) gauname,
kad f(x) >0, kai x > 0 ir f(x) <0, kai =z < 0.

Galiausiai jstate y = —2? gauname, kad f(2?— f?(x)) = — (22— f2(z)) = f2(z) =
22 = f(z) = .

f(x) = 0 yra sprendinys, nagrinékime galimus likusius. Tegu f(a) = 0, tuomet
istate = a gausime 0 = af(y) = a = 0, vadinasi, jei 0 yra jgyjamas, tai tik
taske 0. Istate x = y = —1 gausime f(f(1)—1) =0 = f(0) =0, f(1) = 1.
Istate = 1 gauname f(f(y) + 1) = f(y) + 1(x) is kur f(n) = n visiems n € N.
Irodysime, kad f-injektyvi. Pazyméje xy = a gauname f(z+f(a)) = f(z)+zf(2).
Jei f(a) = f(b), tai visiems x teisinga f(%) = f(g) Pakeite = = g ir pazymeéje
7 = m, gausime, kad su visomis y reikSmémis f(ym) = f(y). IS ¢ia randame
f(m) = 1. Istate x = m gauname f(m+f(y)) = 1+mf(y), is kur f(m+1) = m+1
(y=1)ir f(m+2) = 1+ 2m (y = 2). Taciau pagal (*) f(m+2) = m + 2
(y=m+1),todél 1 +2m=m+2 = m=1 — a=b = [ injektyvi.
Istatykime © = y = -2 = f(-2) = -2 = f(-1) = —1. Istatykime
r=-1 = f(-1+f(-y))=-1-f(y).

Naudodamiesi f(—1+ f(-y)) = -1 — f(y) it f(f(y) +1) = f(y) + 1 gausime,
kad kiekvienam x egzistuoja toks y, kad f(z) = f(y) + 1. ISties: jei a priklauso
f vaizdui = —1 — a priklauso vaizdui = —a priklauso vaizdui — —1+a
priklauso vaizdui. Kadangi kiekvienam x f(z) priklauso vaizdui, tai f(z) — 1
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priklauso vaizdui, todél egzistuoja toks y, kad f(y) = f(z) — 1. Istate i f(f(y) +
1) = f(y) + 1 gauname, kad kiekvienam z f(f(x)) = f(z). Kadangi f injektyvi,

tai f(z) = x.

Pastebékime, kad £(0) = 0 ir f(xf(z)) = 2%(*). Istate z = 1 gauname f(f(1)) = A

1, jstate x = f(1) gauname 1 = f(1)2. Je1 f(1) =1, tai f(z) + f(f(x)) = 2x -
f injektyvi. Jei f(1) = —1, tai jstate x = y = 1 gauname f(—1) = 1 ir jstate

y = —1 gauname f(z) + f(—f(x)) = —2x - f injektyvi.
Irodysime, kad f(%) = % Istatykime y = f(l)l:

T

F@r(FCID) + FFC) () = 2700

Is (*) gauname, kad

Lieka pasinaudoti injektyvumu ir gauname f(x) = %

Jei f(1) =1, tai jstate x = 1 | f(z) + f(f(z)) = 2z gauname
1 1 2 1 1 2
T

f@ T FF@) e @) 2w f@)

Jei f(—1)

gauname f (_ )=

= (f(x) ) =0= f(z) =

—1, tai « = 1 statome j f(z) + f(—f(z)) = —2z ir analogiSkai

Cauchy funkciné lygtis

. Pasizymeékime f( ) = g(z)+2*°. Gausime g(z+y) = g(z)+g(y). Tada g(z) = kx, A
ir f(x) = kz + 2. Nesunku patlkrlntl kad sprendinys tiks.

Pasizymeékime f(x) = g(z) + 1. Gausime g(z + 1+ g(y)) = g(z + 1) +y, arba A
g(t + g(y)) = g(t) + y. IS ¢ia nesunku jsitikinti, kad funkcija bijektyvi. Istate

t =y =0, gausime ¢g(0) = 0, o paskui jstate t = 0 - g(g(y)) = y. Tada pries tai
gautoje lygtyje pakeite y = g(y), gausime Cauchy funkcine lygti, i$ kur g(z) = kz.
Nesunku patikrinti, kad tiks tik & = 1 arba -1. Randame sprendinius f(z) = x+1
arba f(z) =1—x.

. Statykime x = y = 0. Gausime h(0) = f(0) — ¢g(0). Paimkime pradinéje lygtyje A
y = 0. Tada turésime g(x) = f(z) — h(0) = f(z) + ¢g(0) — f(0). Paimkime
pradinéje lygtyje z = 0. Gausime h(y) = f(y) — ¢g(0). Istate gautas g(zx) ir

h(y) israiskas i pradine lygti gausime: f(z +y) = f(z) + f(y) — f(0). Isivede

keitinj i(z) = f(z) — f(0), gausime, kad ¢ tenkina Cauchy funkcine lygtj ir yra

tolydi vadinasi i(x) = kx. Tada, jei pazymésime f(0) = a ir g(0) = b, gausime

f(x)=kzx+a,g(z)=kzx+b—a, h(x) =kx —b

Istate j prading lygtj, gausime, kad a = 0, o k ir b - bet kokios realiosios konstantos.
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4. Pasizymékime f(z) = g(x) + 1. Tada pradiné lygtis virs g(zy) + g(z + y) =
9(x)g(y) + g(x) + g(y). Isistate z = y = 0 gausime g(0) = 0. Tada, pazymeéje
g(1) = k, po nesudétingos indukcijos gausime

gn) = k" + k" 4+ . +kVneN.

Jei g(1) = 1, tai gausime g(n) = n, kitu atveju g(n) = e G [state | pries

k—1
tai turétg lygtj ir iSprastine gausime

ka:y+2 _ k,acy—‘rl . kx+y+1 — ]€2 o kaz+1 _ k,y—i—l.

Cia galime statyti bet kokius naturaliuosius « ir y. Ta darydami, nesunkiai gau-
sime k = 1,0, —1. Kai k = 0 gausime sprendinj f(z) = 1. Kai k = —1, nesunkiai
gausime priestara. Kai k£ = 1, pradinéje lygtyje istate z = 1,y = —1 gausime
g(—1) = —1. Tada pradinéje lygtyje paéme y = —1, o paskui z = —z,y = 1
ir sudéje abi gautas lygybes gausime —g(z) = g(—z) visiems = € R. Tada pra-
dinéje lygybéje paéme x = —x,y = —y ir pritaike paskutiniaja lygybe gausime:
g(zy) — g(z +y) = g(x)g(y) — g(z) — g(y). Sudéje su pradine lygybe gausime
glx+y) = g(x) +9(y) ir g(zy) = g(x)g(y), i$ ko, kaip jau matéme pavyzdyje,
gausime g(z) = z. Taigi, Sios lygties sprendiniai yra f(z) =x + 1 ir f(z) = 1.

5. Nesunku atspéti, kad f(z) = 22 yra lygties sprendinys. I$ ¢ia kyla idéja jsivesti
keitinj f(x) = g(2?), visiems x > 0. Gausime g((z? — y?)? + (22y)?) = g((z? —
y?3)?) +g((2zy)?). Kita vertus, jei pazymeésime a = 22 —y? ir b = 2xy, tai nesunku
isitikinti, kad lygciy sistema

a =22y

b = 2xy
visados turés sprendiniy, kad ir kokius a ir b pasirinktume (tiesiog issireikStume
i$ antros lygties z, jstatytume j pirmg ir gautume kvadratine lygti y? atzvilgiu,
kurios diskriminantas tikrai teigiamas). Tada gauta funkcine lygtj galime pasi-
keisti i g(a? + b?) = g(a?) + g(b?) , arba i g(z +t) = g(2) + g(t), kur z ir ¢
bet kokie neneigiami realieji. Kadangi turime f : R — [0,4+00), funkcija g bus
aprézta is apacios ir galime teigti, kad g(x) = kx visiems neneigiamiems x (nors
funkcija Cauchy lygti tenkina tik neneigiamiems skai¢iams, nesunku jsitikinti, kad
apréztumo vistiek uzteks). Tada f(x) = kx? visiems teigiamiems x, bet pradinéje

lygtyje paéme y = 0, gausim f(0) = 0, o tada vél pradinéje lygtyje paéme x = 0
gautume f(y) = f(—y) visiems y, taigi f(z) = k2? ir neigiamiems z.

6. Nesunku jsitikinti, kad funkcija bijektyvi. Istacius z = 0, y = 2™, gausime:
f(f(z™)) = 2™+ f(0)™. IS bijektyvumo aisku, kad egzistuoja toks ¢, kad f(¢) = 0ir
z, kad f(z) = t. Tada jsistate pradinéje lygtyje y = t gausime: f(z") = f(z)" +t.
Panaudoje tai anks¢iau gautoje lygtyje gauname f(f(z)"+t) = 2™+ f(0)". Dabar
pradinéje lygtyje pakeite x i f(x) ir y i 2z, gausime, kad f(f(z)"+t) = f(f(x))"+=
ir, sulygine tai su pries tai gauta lygtimi, gausime f(f(x))" 4+ 2z = 2™ + f(0)™.
Galiausiai pagrindinéje lygtyje paéme x = 0 ir y = x, gausime f(f(x)) = z+f(0)"™.
Sia f(f(x)) israiska jstate i pries tai gauta lygti gauname: (z + f(0)")" + z =
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" 4+ f(0)" visiems z, i$ kur lengvai gauname f(0) = ¢t = z = 0. Tai jstate }
pries tai turétas lygtis gausime f(f(z)) = x ir f(z™) = (33) Tada pradinéje
lygtyje pakeite y i f(y) turésime f(z" +y) = f(z™) + f(y), kas jau labai panasu
i Cauchy funkcine lygti. Lyginiams n f(z +vy) = f(z) + f(y), kur z teigiamas, o
y - betkoks. Tada paéme y = —z gauname, kad f(—z) = —f(x) V& > 0 ir taip
flx+y) = f(z) + f(y) bet kokiems realiesiems x,y. Taciau anksciau turéjome
f(z™) = f(x)", taigi f(x) > 0 visiems x > 0 ir funkcija yra aprézta intervale,
vadinasi, - pavidalo kxz. Patikrine pradinéje lygtyje gauname, kad tiks tik &k =1,
taigi kai n - lyginis gauname sprendinj f(x) = x.

f
Y),
f

Kai n - nelyginis, tai iSkart gauname, kad f(z +y) = f(x) + f(y) bet kokiems
realiesiems x,y. Be to, turéjome, kad f(z") = f(x)", tada f(1) = f(1)" ir
f(1) = 1,—1 (0 netiks, nes f - injektyvi). Tada gauname du atvejus: f(p) = p
arba —p Vp € Z ir abiem atvejais galios f(pz) = pf(z). Pazymékime by = f(z¥),
k= 23,...,nir ¢ = f(z). IS ankS$fiau gauto rezultato galios f((z + p)") =
(f(z +p)™ = (f(z) + f(p))". Cia galime statyti bet kokj sveika p ir tai yra
tiesiné lygtis bet kurio by atzvilgiu. Tada keisdami jvairias p reiksmes galime
gauti n — 1 neekvivalenciy lygciy su n — 1 kintamuyjy b;. Tada aisku, kad tokia
tiesiniy lygciy sistema turés daugiausiai tik viena sprendinj. Nesunku patikrinti,

kad pirmam atvejui tiks sprendinys by, = ¢*, o antram b, = —¢*, lyginiams k
ir by = ¢* nelyginiams k. Tada pirmu atveju gausime f(z?) = f(z)2, o antru
f(2?) = —f(z)%. I8 &a funkcija ir vél aprézta ir gausime, kad kai n - nelyginis,
tiks tik tiesiniai sprendiniai f(z) =z ir f(x) = —=x.

Istate duotojoje lygtyje x = 0, gausime f( ) # 0, nes kitaip f(y) = 0 visiems y,

bet f - nekonstanta. Taigi g(y) = 1 — W Istate pradinéje lygtyje x =y = 1
ir panaudoje a), gausime f(1) = 0 ir tada galime pazymeéti f(0) = —k, kur
k - kazkoks teigiamas skaicius. Tada jstate g israiska 1 pradm@ lygtg gausime
flzy) = f(x)+ fy )+fx)f( Y arba: k+ f(zy) = (\f%-fm )(\F%— ) Pakeite
h(z) = VE + fW’ gausime Vkh(zy) = h(z)h(y), o tada pakeite h(z ) = Vki(z):
i(ry) = i(x)i(y). Monotoniskumas niekur nedingo ir Sia lygti jau esame sprende,
tad nesunku gauti atsakyma:

f(x) = =k + k- sgn(z) - |2|* ir g(y) = sgn(y) - [y|*,
kur sgn(zx) - x zenklo funkcija.
Istate i prading lygti « = y = 0, gausime, kad f(0) = 0 (jei u(0) = 0, f -

konstanta). f - grieztai monotoniné, taigi 0 ji nejgys su jokia kita argumento

reikme. I§ pradinés lygties u(y)f(z) + f(y) = f(z +y) = u(z)f(y) + f(z). Cia
fiksave y, gausime: u(z) = %f(:ﬂ) +1=Af(z)+ 1. Jei u(z) = 1, visiems
realiesiems z, tai egzistuos f(z) = z, tenkinanti pradines salygas. Kitu atveju:
fx+y) = Af(2)f(y) + f(x) + f(y). Tada pakeite h(z) = Af(z) + 1 gausime

h(z +y) = h(x)h(y).

Tai viena is Cauchy tipo lygciy, kurias sutikome anksc¢iau. Kadangi f monotonine,
h irgi monotoniné ir h(x) = b%, kur b > 0. Tada f(z) = A71(b® — 1) ir u(y) = Y
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bus sprendiniai. Viska apibendrinus, u(x) = b®, kur b > 0 (jskaitant ir b = 1),
bus vienintelés salygas tenkinancios funkcijos.

Pirmiausiai darykime keitinj f(z) = g(z)|1 + z|. Pradiné lygtis taps: g(ﬁrxyy) =
g(z)g(y). Pastebékime, kad reiskinys % primena tangenty sumos formule, ta-

¢iau tangentas nepaprastas, o - hiperbolinis. Hiperbolinis tangentas - tai funkcija
2x
tanh(z) = %—. Nesunku jsitikinti, kad irgi galios panasi j tangenty sumos for-

e2r 41"
. __ tanh(z)+tanh(y)
mule, ty tanh(ac + y) = m.

y = tanh(y). Gausime g(tanh(z 4 y)) = g(tanh(x))g(tanh(y)). Isiveskime keitinj
h(z) = g(tanh(x)). Gausime lygti h(z+y) = h(x)h(y). Galime nesunkiai jsitikin-
ti, kad tolydumas niekur nedingo, tai viena i§ Cauchy tipo lygciy, kurios spren-
diniai bus h(z) = a®, kur @ > 0. Tada ¢® = g(tanh(z)) = g(z) = a®°t2nh(@),
f(SC) — aarctanh(m)“ + .’L‘|

Taigi kei¢iame lygtyje © = tanh(x),

Kombinatorika

Matematiniai zaidimai

1.

Vienu éjimu galime sumazinti tik viena i§ parametry (ilgj arba plotj). Nagrine-
dami paprastesnius atvejus pastebime, kad atvejais 0 x 0, 1 x 1 ir 2 x 2 laimi B.
Naturalu galvoti, kad atveju n x n visada laimés B. A atlieka éjima su kvadratu
ir B gauna ne kvadratine plytele is kurios visada gali padaryti kvadrata ir taip
iSsaugoti savo laiminciaja pozicija. Atveju m = n laimi B, kitais atvejais laimi A.

Purpuriniisiui tereikia déti zirga j langelj, kuris yra simetriskas Zaliatisio uzimtam
lentos horizantaliosios (arba vertikaliosios) asies atzvilgiu.

Pirmu éjimu A prideda 1 ir gauna n = 3. Dabar A visada galés paeiti taip, kad B

gauty nelyginj skaiciy, o po Sio éjimo A atitekty lyginis. B galés pridéti nedaugiau
negu viena trecCigjag turimo skaiciaus, o A visada galés pridéti bent puse. Taigi A
ramiai stebi priesininko agonija tol, kol gauna n > 1328. Jis, pridédamas puse Sio
skaiciaus, pasieks skai¢iy nemazesnj uz 1990

1) Lenta galima padalinti | staciakampius 2 x 1. A tereikia pereiti i gretima to
pacio staciakampio langelj. B tada turés pereiti  kita staciakampj ir A visada
galés atlikti dar vienag éjima.

2) Lenta galima padalinti j staciakampius 2 x 1 nejtraukiant apatinio kairiojo
kampo. Tada analogiskai zaisdamas laimi B.

3) Cia B jau bejégis. Lyginiams n strategija analogiska (1). Kitu atveju lenta
padaliname j staciakampius 2 x 1, bet nejtraukiame apatinio kairiojo kampo.

Lenta nuspalviname jprastiniu budu. Pastebime, kad apatinis kairys langelis B
yra nepasiekiamas, tad A laimi pajudédamas j gretima staciakampio langelj.

Suskirstome lenta j staciakampius 2 x 4. Pastebime, kad i$ bet kurio stacia-
kampio langelio zirgo éjimu galime patekti tik j vieng to sta¢iakampio langelj. A
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10.

11.

12.

13.

14.

padeda zirgg j viena i$ staciakampiy, B tereikia paeiti i langelj esantj tame pa-
¢iame staciakampyje. Kitu éjimu A butinai turés pereiti j kita staciakampj, taip
sudarydamas galimybe B judeéti to staciakampio viduje. Zaidima visada laimés
B.

Jei nors vienoje i$ kruveliy yra nelyginis akmenuky skaiéius, laimi A. Jam tereikia

pirmu éjimu akmenuky skaicius paversti lyginiais abejose kriuvelése. Tada po B
éjimo nors vienoje kruveléje tikrai bus nelyginis akmenuky skaicius ir A galés testi
savo spektaklj. Kitu atveju analogiskai zaisdamas laimés B.

1) A tereikia atlauzti kvadrata m —1 x m — 1 ir tada lauzti simetriskai jstrizainei.
2) A tereikia visada lauzti kampinj langelj.

3) Laiminti CHOMP zaidimo strategija néra zinoma bendru atveju, tai atvira
problema. Jei manote, kad uzdavinj iSsprendéte, tai dar kartelj perzvelkite savo
sprendima : |

A renkasi pusiaukrastiniy susikirtimo taska, o B brézia per ji tiese, lygiagrecia
vienai krastiniy, ir gauna g pyrago. Brézdamas kita tiese per X jis gauty ma-

ziau, o jei X nebuty Sis taskas, tai B tikrai galétu gauti daugiau (jrodykite tai
geometriskai).

A pirmu éjimu raso —1 prie 2. B raso a, o A atsako —a. z° —az? — 1z +a =0
turi Saknis —1, 1 ir a. Tai sveikieji skaiciai.

Irodysime, kad visiems IV > 1, antrasis zaidéjas laimi tada ir tik tada, jei N =
2. Tokiu atveju pirmasis zaidéjas paima 2%(2b + 1) akmenuky, kur ¢ > 0 ir
b > 0. Tada antrasis zaidéjas paima 2%, o kitais éjimais kopijuoja pirmojo zaidéjo
veiksmus (jsitikinkite, kad tai garantuoja pergale). Jei N = 2%(2b+ 1), kur a > 0
ir b > 1 tada laimi pirmasis zaidéjas pirmu éjimu paimdamas 2¢ akmenuky ir
kitais éjimais kopijuodamas antrojo zaidéjo veiksmus.

Kryziukams-nuliukams. Isitikinkite tuo!
Prisiminkite NIM : |

Tokius uzdavinius jau mokame spresti bendru atveju. Akmenuky skaiciams 0,
1,2, 3,4,5,6, 7, 8,9, 10 atitinkamai priskiriame NIM vertes lygias 0, 1, 0 , 1,
0,1,0,1, 2,3, 1. Atlikdami Sig procedura didesniems skai¢iams pastebime, kad
NIM vertés kinta periodiskai, periodo ilgis 11. Nulines vertes turi visi akmenuky
skaiciai, kuriy forma yra 11n, 11n+2, 11n+4 arba 11n+ 6, kur n sveikasis nenei-
giamas. Jei Matemagikas pradeda pozicijoje, kurios verté néra (0), tai jis visada
gali pereiti i pozicija (0), o priesininkas negalés pereiti i$ (0) i (0). Matemagikas
laimeés. Jei jis pradeda pozicijoje (0), analogiskai zaisdamas laimi B.

Zaidimo pabaigos pozicija yra 1 akmenukas. Akmenuky skai¢iams 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7 priskiriame NIM vertes lygias 0, 1, 0, 2, 1, 3, 0. Priskyrus vertes didesniems
skaic¢iams nesunku pastebéti ir jrodyti, kad nulines vertes turés skaiciai, kuriy
forma 2% — 1, kur k sveikasis neneigiamas. Taigi jei n = 2¥ — 1, tada laimi B,
kitais atvejais pergale Svencia A.
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15.

16.

17.

1994 vektoriy suma yra a. Pirmasis zaidéjas zaidzia tokioje kordinaciy sistemoje,

kur x asis sutampa su @ kryptimi. Jei @ = 0, tada kryptis gali buti bet kokia.
Kiekvienu éjimu zaidéjas renkasi vektoriy, kurio projekcija j x asj didziausia. Galy
gale pirmojo zaidéjo vektoriaus projekcija i x asj bus nemazesné uz antrojo, o
abiejuy zaidéju vektoriy projekcijos i y asj bus lygios (ju suma lygi nuliui) Taigi
pirmasis zaidéjas niekada nepralaimés.

(Sprendimas Nr. 1) Imame dvi virSutines eilutes ir sunumeruojame langelius is

kairés | desine. Bréziame rodykle is apatinio trecio langelio j virsutinj pirma, is
apatinio 5 j virSutinj 3 ir t.t. Imame dvi Zemensnes eilutes ir bréziame rodykles is
virsutinio antro langelio j apatinj ketvirta, i virSutinio ketvirto i apatinj 6 ir t.t.
Dar dvi zemesnes eilutes pazymime kaip pirmas dvi ir t.t. Matome, kad rodyklé
atitinka horizontaly zirgo éjima, o vertikaliu zirgo éjimu is rodyklés smaigalio
visada atsiduriama rodyklés pradzioje. Zaidéjui A tereikia zirga pastatyti rodyklés
pradzioje ir paeiti j smaigalj. Tada B butinai paeis j kitos rodyklés pradzig ir A
galés paeiti j rodyklés smaigalj.
(Sprendimas Nr. 2) Susizymeékime lentelés langelius kaip kordinates (x,y), kur z,
y yra teigiami sveikieji. Tarkime, kad zirgo pastatymas (1, 1) langelyje ir pa¢jimas
i langelj (3,2) jstumia A j pralaiminéia pozicija (kitu atveju jrodymas jau yra
baigtas). Tada B savo éjimu peina j langelj (X,Y) taip, kad A vél atsidurty
pralaimincioje pozicijoje. Pastebime, kad jei A pirmu éjimu pastato zirga i (2, 3),
tada éjimas i (Y, X) garantuoja A pergale. Dabartiné situacija nuo pirmosios
skiriasi tik tuo, kad zZirgas nepabuvojo langelyje (1,1). Taciau $is langelis yra
nepasiekiamas B, tad tai nedaro jtakos baigciai.

Atveju N = 2 antrajam zaidéjui pakanka nuspalvinti taska simetriska raudona-
jam centro atzvilgiu. Kad ir kokj didelj lankg atsiriekty pirmasis zaidéjas antrojo
éjimo metu, antrasis visada galés atriekti didesnj (tasky ant pasirinkto apskritimo
lanko yra be galo daug). Nagrinédami atvejj N = 3 vél bandome spalvinti taskus
simetriskai centro atzvilgiu, bet pastebime, kad tai nieko gero neduoda. Galimy
strategiju skaicCius néra jau toks didelis ir jgudusi akis greit pastebés, kad atve-
ju N = 2 pasiteisino strategija spalvinti taisyklingojo dvikampio virsunes. Tai
praktiskai ir yra visas uzdavinio sprendimas.

Antrasis zaidéjas tol spalvina taisyklingojo N-kampio, kurio vir§uné yra pirmasis
raudonas taskas, virSunes, kol gali. Jis nuspalvina a virsuniy. N-kampis yra
suskirstytas bent i IV lanky, vadinsime Siuos lankus pagrindiniais. Yra nedaugiau
negu N —a — 1 pagrindiniy lanky, kuriy abu galai yra raudoni ir pirmasis zaidéjas
gali visuose juose nuspalvinti po taska ir jam dar licka vienas éjimas. Jei jam
lieka daugiau éjimy, tai jis spalvina taskus lankuose, kuriy abu galai raudoni, kol
lieka vienintelis. Taip ilgiausias antrojo zaidéjo lankas bus tikrai trumpesnis uz
pagrindinj. Kada visos N-kampio virstinés nuspalvinamos, yra bent a + 1 lanky,
kuriy nors vienas galas yra mélynas; vadinsime Siuos lankus melsvais. Pirmasis
zaidéjas jau atliko bent N — a éjimu (nuspalvino N — a taisyklingojo N-kampio
virsuniy), tad jam liko ne daugiau a éjimy ir jis negali sudarkyti visy melsvy
lanky. Pries paskutinj éjima tikrai néra né vieno pagrindinio lanko, kurio abu
galai raudoni ir yra nors vienas melsvas lankas. Antrasis zaidéjas gali uzsitikrinti
lanka mélynais galais, kurio ilgis kaip norima artimas pagrindinio lanko ilgiui.
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18.

19.

20.

Sis lankas bus tikrai ilgesnis uz ilgiausig raudona lanka. Antrasis zaidéjas turi
laiminc¢iaja strategija.

Tegu a ir b yra A ir B skaiéiai, o x < y - teiséjo skaiciai. Tarkime, kad zaidimas
begalinis. A zino, kad y > b > 0 ir sako ,ne". Kitu zingsniu B suvokia, kad A
suprato, jog y = b > 0, taciau, jei a > x, tada A Zinoty, kad a+b = y ir pasakyty
Lbaip", taigi B supranta, kad = > a > 0 ir zaidimas tesiasi.

Tarkime, kad n-tuoju zZingsniu A Zino, jog B suvoké, kad s,_1 > a > rp_1. Jei
b>x—rp_1, B zinoty, kad a+b >z, t.y. a+b=y. Jeib<y—s,_1, B Zinoty,
kad a +b < y, t.y. a+b = z. Abiem atvejais B galéty aptspéti A, bet jis pasako
yne' taigiz—r,_ 1 >2b>y—s,_1. Dabarr, =y — s,_1 ir s, = x — r,,—1. Kitu
zingsniu B analogiskai suvokia, kad r,+1 =y — s, ir sp4+1 = ¢ — r,. Pastebime,
jog abiem atvejais sj+1 —riy1 = s; — 1, — (y— ). Kadangi y —x > 0, tai egzistuoja
m, kuriam galioja s,, — r,, < 0. Priestara.

Taip gali. P(x) yra daugianaris zaidimo pabaigoje. Prie§ paskutinj B éjima A

turime daugianarj F(x). Zaidéjas B gali uzsitikrinti, kad A paskutiniu éjimu keis
tritaskj prie nelyginio laipsnio. Tada P(z) = F(x) + az™ + bx?Ptl. P(-2) =
F(=2) + a(—=2)™ — p2?27T1 cP(1) = c¢F(1) + ca + cb. Jei ¢ = 2?P*! gauname
22PH1P(1) + P(=2) = 22PHLF(1) + F(=2) + 2%t 1a + a(—2)™. Jei 22T1P(1) +
P(=2) =0, tai P(x) tikrai turés realia Saknj tarp 1 ir —2. 2271 F(1) + F(-2) +
22r+lg 1a(—-2)™ =0, tada a = % Paskutiniu éjimu B tereikia paraSyti
a taip, kad A reikty rasSyti koeficienta prie nelyginio laipsnio. Tada P(x) turés
Ssaknj tarp 1 ir —2.

Kai k = 1, zaidéjui A tereikia nuspalvinti tris taskus esancius vienoje tieséjé ly-
giagrecioje asims taip, kad vienas guléty lygiai per vidurj tarp kity dviejy, nutoles
nuo juy atstumu X ir, trys taskai, nutole nuo pirmyjy trijy atstumu X vertikaliai
i virSy arba j apacia, buty laisvi. Pabandzius nesunku jsitikinti, kad tai jmanoma
ir tai pasiekus A lengvai gali laiméti.

Bandydami atveji k = 2 pastebime, kad plokstumos begalinumas sprendziant sj
uzdavinj yra kertinis faktorius. Kuo daugiau A nuspalvina tasky, tuo daugiau ga-
limy kvadraty turi uzblokuoti B. Cia ir atsiranda nuojauta, kad pirmasis zaidéjas
gali laiméti su bet kokiu k.

Irodinédami uzdavinj pasinaudosime keletu paprasty fakty:

(1) A gali nuspalvinti kaip nori daug tasky vienoje ties¢je, nes tasky skaicius
begalinis.

(2) A visada suras tuscia tiese lygiagrecia asims, kurioje néra nuspalvintas dar né
vienas taskas, nes tiesiy skaicius begalinis.

Pirmasis zaidéjas nuspalvina Z tasky x asyje ir brézia per kiekviena taska tiese
lygiagrecia asiai y (vadinsime Sias tieses statiniais). Tada susiranda tuscia tiese
lygiagrecia x asiai ir spalvina Sios tiesés sankirtas su statinémis. A naujojoje
tieséje nuspalvins ne maziau negu ZLH sankirty. Kitu Zingsniu A nutrina visus
statinius, kuriy sankirty Sioje tieséje nenuspalvino. A tesia zaidima iSsirinkdamas
tuscig tiese, nuspalvindamas sankirtas ir nutrindamas nepanaudotus statinius.
Pastebime, kad statiniai su pasirinktomis tiesémis sudaro staciakampe gardele,
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kurios visos sankirtos nuspalvintos raudonai. Pasirinkdamas pakankamai didelj
Z, A gali gauti tokia gardele a x b, kokios tik uzsigeidzia.

Nuspalvines pakankamai didele gardele (pakankamumo salygos radima paliksime
skaitytojui), zaidéjas A spalvina x asyje taska @ ir brézia per jj tiese d sudarancia
45 ° kampa su x asimi taip, kad visi nuspalvintieji tagkai guléty kairiau sSios tiesés.

Prasitesiame a gardelés horizontaliy tiesiy ir spalviname Siy tiesiy sankirtas su
d. A galés nuspalvinti bent 7% sankirty (1). Po Siy 97 éjimy liks bent b —
a nenuspalvinty sankirty tarp b pratesty gardelés vertikaliy ir tiesés d, A gali
nuspalvinti bent jau Z;_ﬁ siy sankirty (2).

Dabar nagrinésime r = 747 horizontaliy tiesiy, kurios kerta d raudonuose taskuose
(1) ir s = Z;ﬁ vertikaliy tiesiy, kurios kerta d raudonuose taskuose (2). Paste-
bime, kad bet kuriems 2 raudoniems taskams i§ (1) ir (2) gardeléje atsiras jau
nuspalvintas raudonai taskas, kuris su jais sudaro tris kvadrato, kurio krastinés
lygiagrecios asims, virSunes. A gali pasirinkti r x s skirtingy kvadraty, kuriy tris
virstines jau yra nuspalvines. Jam lieka nuspalvinti vieng i$ r X s tasky deSiniau

linijos d ir taip laiméti zaidima. Parodysime, kad jis visada galés tai padaryti.

Nuo d linijos nubrézimo B nuspalvino nedaugiau nei b tasky is nagrinéjamy r X s.
Taigi A tereikia pasirinkti tokius a ir b, kad a — b bei b buty pakankamai dideli,
rXxsrxs>b (rsisreikskiamii per a,b, k ir nesunku apskaiciuoti kiek b turi
buti didesnis uz a). Kadangi zaidimo pradzioje A gali spalvinti tiek tasky, kiek tik
Sirdis geidzia, tad tikrai galés pasirinkti pakankamus a ir b. Patariame skaitytojui
paciam issiaiskinti, kokie gi a ir b yra pakankami.

Uzdavinys gracingai neigia nusistovéjusias normas. Vienas begaliniame lauke -
puikiausiais karys.
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